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DISCOURS PRÉLIMINAIRE. 


Drrvurs l'époque où les Sciences se sont 
enrichies des Calculs différentiel et intégral , 
la plus grande partie des Géomètres, et même 
Leibnitz et Newton qui en furent les pre- 
miers inventeurs (*), n'ont été réellement 
persuadés de la rigueur du Calcul différen- 
el que par l'identité des résultats qu'ils ont 
obtenus en employant ce dernier Calcul , et 
celui purement algébrique , dans les solutione 
des questions susceptibles d’être résolues par 
ces deux Calculs. Mais aucun de ces Géo- 
mètres n'avait pu entièrement soulever le 
voile qui cachait la vérité à tous les yeux; 
et les efforts qu'ils faisaient pour y parvenir , 
ont donné lieu à ces fameuses discussions sur 


a 


(*) Leiïbnitz publia sa découverte du Calcul diffé- 
rentiel dans les Actes de Leipsick pour le mois d’oc- 
tobre 1684, et Newton publia en 1686, son livre des 
Principes, qui prouve que ce grand Géomètre possé- 
dait déjà à un haut degré la méthode des fluxions ou 
Calcul différentiel , quoique cette analyse y soit dé- 
guisée sous la forme d’une synthèse compliquée, quin’a 
été comprise que quand les Calculs différentiel vet 
intégral ont eu fait de grands progrès, 
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la métaphysique (*) du Calcul différentiel. 
Les Leibnitz, Bernoulli frères , et autres par- 
tisans du système du premier de ces grands 
Géomètres , disaient que, de même qu'on 
regardait comme infinie une quantité plus 
grande que toute autre quantité donnée, quel- 
que grande que lon suppose cette derniere, 
ce qui rendait la première de ces quantités 
incapable de croitre ou de diminuer par l'ad- 
dition ou la soustraction d’une quantité finie ; 
de même aussi l’on devait considérer la troi- 
sième proportionnelle géométrique à la quan- 
tite infinie et à la finie , comme incapable 
d’altérer la grandeur d’une quantité finie par 
voie d’addition ou de soustraction. Ce raison- 
nement est dans le fond très-faux , et conduit 
a des conclusions absurdes : car, 1° l'infini a 
son opposé dans le zéro absolu, et non dans 
cette troisième proportionnelle où quantité 
dite énfinitésimale qui , si elle n’est pas rigou- 
reusement Île zéro absolu , est évidemment 
infiniment plus grande que ce zéro; et il est 
clair d’après cela, que suivant la loi de symé- 


(*) Un homme de beaucoup d’esprit ,'et collabo- 
rateur du Journal de l'Empire , a dit il y a quelque 
temps dans ce même journal, que la métaphysique est 
lewrai domaine des disputes des mots, des malentendus 
et des équivoques. 


/ 
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trie qui existe dans les grandeurs de conti- 
nuité, la quantité que ces Géomètres appellent 
infiniment petite, aurait son opposée symé- 
irique dans une grandeur infiniment plus pe- 
tte qu'une quantité infinie , et par conséquent 
sa grandeur opposée serait une quantité finie. 
Mais dans l’ordre naturel des grandeurs con-— 
tinues , l'opposé symétrique a une quantité 
finie “ significative , est elle-même finie et 
significative ; donc il n’existe pas de grandeur, 
quelque petite qu'on la supposé, pourvu 
qu’elle ne soit pas rigoureusement nulle ou 
le zéro absolu, qui puisse, par voie d’addition 
ou de soustraction, ne pas rigoureusement 
altérer une grandeur donnée; et par consé- 
quent les quantités dites enfinitésimales n’exis- 
tent pas. : 
Il estrigoureusement vraiquex+o=—x, 
mais 1l est faux que si dx n’est pas le zéro 
absolu ,on puisse établir l'équation D Je me D tm HE 
rils’ensuivr ait de là l'équation dx — 0, qui 
serait absurde d’après l'hypothèse précédente: 
Il est aussi faux que dx Æ ddx — dx; car ou 
dx—=0o, et alors il est absurde de concevoir 
une quantité ddx infiniment plus petite que 
zéro, ou si dx > 0, l'équation précédente est 
fausse , puisqu'elle ne pourrait avoir lieu que 
si on avait en même temps ddx — 0, ce qui 
serait absurde d’après l'hypothèse d'où lon 
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est parti, qui est que ddx n'est pas le zéro 
absolu , et ainsi de suite pour les différentielles 
des Dee ou degrés supérieurs. 

Newton , inventeur du Calcul des fluxions, 
et d’autres grands Géomètres partisans Su 
calcul, ne considéraient les quantités dites 
infiniment petites, que par leurs rapports qui 
ne dépendent nullement des grandeurs des 
quantités comparées , pourvu qu'elles soient 
de même espèce , et par conséquent, ces 
Géomètres présentaient le Calcul différentiel 
sous une forme rigoureuse, tant que la for- 
mule qu'ils différentiaient n’était que du pre- 
mer degré. Mais si cette formule était d’un 
degré supérieur au premier , les Newto- 
niens rentraient dans le cercle vicieux des 
Leibnitziens , puisqu'ils négligeaient les diffé- 
rentielles d’un degré et d’un ordre supérieur 
à celui des quantités différentielles qu'ils com- 
paraient , et qui entraient dans l'expression du 
rapport de ces derniéres différentielles ; 
qui conduisait aux mêmes absurdités que celles 
qué nous avons mentionnées ci-dessus en 
parlant du système de Leibnitz (*t). Enfin, 


(*) Quoique les grands Géomètres existans au com- 
mencement d’un siècle qu’ils honorent, et auquel ils 
assurent par leurs sublimes travaux, la place la plus 
distinguée dans l’histoire des sciences, aient manifesté 


d’Alembert | 
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d'Alembert, et, d’après lui, un grand nombre 
d’autres Géomètres, ont cru trancher toutes 
les difficultés , en ne considérant le rapport 
des quantités différentielles du premier ordre, 


l'intention d’exclure les quantités dites infiniment petites 
des Mathématiques pures; cependant nous voyons dans 
quelques ouvrages sur Ces sciences, que les quantités 
différentielles qui devraient être dre dans la 
rigueur géométrique comme des Zéros absolus, y sont 
cependant regardées comme différentes de zéro. Par 
exemple , j'ouvre au hasard le meilleur Traité élé- 
mentaire connü jusqu'à présent de Calcul différentiel 
et de Calcul intégral; c’est-à-dire celui de Lacroix 
(2° édition), et j'y lis ces mots (art. 107) :« la diffé- 
» rentielle seconde dx étant prise pour la différence 
» entre deux différentielles premières consécutives 

» sera représentée par M‘Q—M'Q, etc. » Or, M'Q 
est la différence d’un premier rayon vecteur AM à nn 
second AM’, et M'Q' est la différence de ce dernier 
rayon vecteur AM’ à un troisième AM". Ainsi, d’après 
l’auteur de la phrase que nous venons de copier 

d'u , et à plus forte raison du qui, suivant lui, sont 
lesdifférentielles seconde et première .du rayon vec- 
teur u (—AM), représentent des quantités significatives 
M'Q'—M'Q et M'Q, lesquelles sont rigoureusement 
différentes de zéro , puisque les trois rayons vecteurs 
AM, AM’, AM” Con nOb dent à trois points différens 
M, M’, M' de la courbe, quelque près que l'on sup- 
pose ces points , en ne te faisant pas rigoureusement 
coincider en un seul. Voilà donc des dattes infini- 
ment petites du premier et du second ordre du et du 
considérées purement, comme dans le Calcul différen- 
tiel du marquis de Lhopital. Deux articles plus haut 

“a 


he DISCOURS : 


que comme la limite du rapport des quantités 
finies , avec lesquelles elles sont liées par des 
opérations purement aloébriques, lorsque l’on 
cherche le rapport des différences finies. Mais, 


.! 


(art. 105) , le même auteur a considéré comme une 
ligne droite, un arc de courbe comprisentre deux rayons 
vecteurs infiniment voisins , ce qui est contre la rigueur 
ééométrique, puisque , ainsi que l’a manifesté Legendre 
dans son excellent 7raité de Géométrie, chef-d'œuvre 
dé clarté et d’exactitude , on ne peut rigoureusement 
considérer un arc de courbe comme une portion de po- 
lygone d’un nombre infini de côtés, Enfin, il serait trop 
long de citer tous les passages de l’ouvrage deM. Lacroix, 
où ne on retrouve des quantités dites infinitésimales. Si 
l'on a) joute à cela les notions des limites dont je vais tout 
à l'heure faire connaitre les désavantages, et sur les- 
quelles le savant auteur que je viens de nommer, a 
fait poser les principes du calcul différentiel , on sera 
convaincu, comme je le suis moi-même , que l’ouvrage 
que jé publie sera très-utile à PET Re de 
la partie si essentielle des sciences exactes que j'y 
traite. 

Cependant je dois observer que ces considérations 
d'arcs de courbes , assez petits pour être regardés 
comme des lignes droites , ou de quantités que leurs 
petitesses rendent nulles en comparaison d'autres beau- 
coup plus grandes , et enfin toutes ces manières approxi- 
matives et non rigoureuses de s'exprimer et d'opérer, 
qui doivent être absolument exclues des Mathéma- 
tiques pures, sont reçues, et Jose même dire néces- 
saires dans les sciences physico-mathématiques ; car les 
phénomènes de la Physique proprement dite, ne se 
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avouons-le , la considération des limites ést 
bien mal placée dans les principes du Calcul 
différentiel. En effet, quelle est ici la signi- 
fication du mot limite (*) ? n’est-ce pas une 


présentent à nos sens que suivant des circonstances 
qui ne peuvent être soumises qu'à des lois approxi- 
matives ; et la mécanique qui, considérée abstraite 
tement , pourrait être soumise à la rigueur géomé- 
trique , perd nécessairement cette rigueur lorsque l’on 
considère les lois de l’équilibre ou da mouvement ap- 
pliquées à des corps physiques. D'ailleurs les quanti- 
tés que dans ces sciences on représente suivant la nota- 
tion du calcul différentiel par dx, dy... ..., sont 
réellement des différences , mais que l’on prend assez 
petites pour qu’étant traitées suivant les règles du calcul 
différentiel , on puisse atteindre le degré d’approxima- 
tion que l'on s’est proposé d'obtenir. Moi-même, qui 
dans cet ouvrage manifeste le desir et l’intention de ne 
pas m'’écarter de la rigueur géométrique, j'ai été obligé 
de m'en éloigner souvent dans mon Traité de Navi- 
gation. Par exemple, lorsque pour corriger les obser- 
vations et méthodes, je traitais les erreurs comme des 
différentielles, ce n’était qu'une valeur approximative 
de ces erreurs que je cherchais, et qui était suflisante 
pour remplir l'objet d'utilité que je me proposais. 


(*) A l’article 168, page 220, je distingue les limites 
prises dans ce sens-là, que j'appelle Lmites transcen- 
dantes, des limites proprement dites, qui sont les 
tangentes aux courbes, ou plans tangens aux surfaces 
courbes qui limitent ces courbes ou surfaces courbes 
dans le sens des axes des coordonnées. 
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grandeur constante, ou un terme fixe dont 
une quantité variable peut se rapprocher sans 
cesse, de manière à n’en différer que d’une 
quantité plus petite que toute quantité assi- 
gnable , sans pouvoir jamais l’atteindre rigou- 
reusement. Ainsi, la circonférence d’un cercle 
est la limite des périmètres des polygones 
réguliers inscrits et circonscrits à ce cercle ; 
de même les assymptotes des courbes assymp- 
totiques sont les limites de certaines branches 
de ces courbes; de même encore, le produit 
RER A A rapport d'une progression 
géométrique décroissante-par le premier terme 
de la progression; étant divisé par l’excès du 
dénominateur sur le numérateur du rapport, 
donne pour quotient la limite de la somme des 
termes de la progression décroissante propo- 
sée, et ainsi de suite. Mais si, par exemple , 
représente une fonction de la variable x, w' ce 
que devient cette fonction z lorsqu'on y met 
x+- h à la place de x ; ilme paraît faux queda 
limite du rapport de la différence # — u 
de la fonction variable x à la différence À de 
la variable x , soit une quantité p, à laquelle 
se réduit le rapport des différences #' — u et 
k, lorsqu'on fait —0o; car non-seulement 
ce rapport se rapproche sans cesse dep à 
mesure que À diminue , c'est qu’encore il lui 
estrisoureusement égal lorsque L=—0. Ainst, 


) 
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il est, suivant moi, notoirement absurde de 

( U'— u 
h Li 

lorsque u— ax" et w—ua(x+h)", car dans 


le cas de A— 0 , la quantité — est rigou- 


considérer max"! comme la limite de 


reusement égale a max" 1. Ilme parait égale- 
ment faux que la limite de la sous-sécante 


YAT . à 
er soit une sous-tangente; car non-seule- 


ment la première de ces deux quantités se 
rapproche sans cesse de la seconde, à mesure 
que Ax diminue , c’est qu'encore elle devient 
rigoureusement sous-tangente lorsque Ax—0, 
et qu’elle deviendrait encore sous-sécante si 
Ax continuant à varier dans le même sens, 
devenait négative ; et ainsi de suite dans un 
très-srand nombre d’autres cas. 

Tel était l’état de la science du Calcul dif- 
férentiel , lorsque Lagrange a, d’une main 
habile, enlevé le voile à travers lequel les 
Géomètres n’apercevaient que confusément 
et diversement la vérité ; ce qui répandait sur 
les principes du Calcul différentiel une in- 
certitude et une obscurité mystérieuse que par 
une vaine métaphysique (*), source de beau- 


(*) Lacroix a dit avec raison dans son grand Traité 
de Calcul intégral (art. 494 ), que rien n'est plus 
facile et plus dangereux en méme temps , que d’abuser 
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coup de discussions encore plus vagues et 
obscures , on cherchait à éclaircir. Cependant 
la marche savante et pleine de génie qu'a 
suivie Lagrange dans ses Lecons sur le Calcul 
des Fonctions ,me semble un peu longue pour 
un premier enseignement de la haute analyse. 
D'ailleurs je crois que le Géomètre.qui n'aurait 
étudié pour s’instruire dans l'analyse transcen- 
dante, que l'ouvrage que nous venons de citer, ‘ 
trouverait quelques peines a appliquer ses 
connaissances acquises à Pétude de la méca- 
nique analytique de l’illustre Auteur du Calcul 
des Fonctions , ainsi qu’à l'étude de la Méca- 
nique Céleste de Laplace , et autres excellens 
ouvrages sur les sciences physico-mathéma- 
tiques qui ont été composés d’après les théo- 
ries des Calculs différentiel et intégral pro- 
prement dits. Toutes ces considérations m'ont 
décidé à publier cet ouvrage , dans lequel, en 
m'emparant de l’idée lumineuse qui a con- 
duit Lagrange à à sa formule des fonctions dé- 


* 

de la métaphysique en mathématiques , et de perdre 
ainsi en vaines subtilités un temps et des moyens qu’on 
peut employer à perfectionner les méthodes et à aug- 
menter l'édifice analytique ; je regrette sincèrement 
que ce savant ne se soit pas rappelé de cette excel- 
lente observation , lorsqu'il a écrit l’article 60 de ses 
Elémens de Calcul différentiel et de Calcul intégral 
(2° édition), » 
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rivées ( * ), et y hant quelques idées qui me 
sont particulières ; j'ai ramené les principes 
des Calculs différentiel et intégral aux mêmes 
principes que ceux de la simple Algebre et 
de la Géométrie élémentaire, en ne changeant 
pas la notation usitée (**), et en accélérant , 


(*) La démonstration que Lagrange a donnée de 
cette formule dans la seconde leçon du Calcul ‘des 
Fonctions , paraît au Géomètre consomme , pleine, de 
clarté et d’ tes mais l’ expérience m'a prouvé que 
les commençans 0’ & jugent pas de même : car ayant 
d’abord exposé cette démonstration avec très-peu de 
modifications aux élèves de ma classe, j'ai eu à ré- 
pondre à un grand nombre d'observations qui m'ont 
été faites, et à aplanir beaucoup de difficultés, Enfin 
ce n'est qu'après m'être assuré que mes élèves n’aper- 
ceyaient plus de difficultés dans-la démonstration ainsi 
modifiée que Lagrange a donnée de son beau théo- 
rème , que j'ai rédigé l’article 3 où se trouve cette dé- 
monstration telle que je l’ai donnée en dernier lieu 
dans ma classe. 

M. Ampère, Géomètre très-distingué, a donné cette 
année, à l'Ecole Polytechnique où il est professeur 
d'analyse , une démonstration nouvelle et très-ingé- 
nieuse de la formule des fonctions dérivées ; mais cette 
démonstration étant, suivant moi, fort inférieure à celle 
de Lagrange , je m'en suis tenu à cette dernière, 


(**) Jen’ai changé (et ce changement est absolu 
ment indépendant de la manière dont je présente Îes 
principes des calculs différentiel et intégral} que la 
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plutôt que de retarder , la rapidité avec la 
quelle les opérations des Calculs en question 
ont conduit d’une manière si admirable , les 
Leibnitz, Newton, Euler,d'Alembert,Laplace, 
Lagrange, Legendre et autres grands Géo- 
mètres, aux solutions des problèmes les plus 
Me de la haute Géométrie et de la 
Physique générale. 


notation des différentielles partielles, parce que celle 

dat": de 

Te anciennement connue , et dont se sert Lacroix dans 
Œ 


son excellent ouvrage pour exprimer le coefficient de 
dx dans la différentielle de z—f(x,y....), en ne 
faisant varier que x, me paraît extrêmement vague , et 
peut, sans une attention particulière qui quelquefois 
échappe au calculateur le plus attentif, conduire à des 


dz c 
erreurs, puisque représente aussi le rapport des 


quantités absorbées dans le numérateur et dans le dé- 
nominateur d’une fraction aux différences, d'après Ja 
considération d’un même état de grandeur de certaines 


variables qu’on avait d’abord considérées dans un état 
de variation. 


, d \ : UE 
La notation ) dont s’est servi Euler ( Fnstitutio— 
x 


num Calculi integralis) pour prévenir l'inconvénient 
qui résulte de la notation précédente , ale désavantage 
d’embarrasser certains calculs d’un trop grand nombre 
de parenthèses. Mais la notation dont je me sers pour 
indiquer les différentielles par tielles est simple et sas 
équivoque. 
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J'ai absolument exclu de cet ouvrage les 
mois infiniment petits, infinitésimal , ainsi que 
toutes discussions dites metaphysiques , parce. 
que ces mots et ces discussions sont des choses 
absolument étrangères.à une science dont les 
bases posent sur des principes aussi évidens, 
et rigoureux que les premiers élémens du 
Calcul numérique. 

J'ai pareillement évité, dans les principes 
du Calcul différentiel , toutes notions des li- 
mites, par les raisons que j'ai exposées plus 
haut, et parce que les limites prises dans le 
sens où on les a considérées jusqu’à présent 
pour poser les principes du Calcul différen- 
tiel, peuvent donner lieu à des discussions et 
à des contradictions que je veux absolument 
éviter dans cet ouvrage (*). 


Si comme quelques auteurs, très-estimables 


() Par exemple, soit un cercle C limite d’un poly- 
gone régulier circonscrit P et d’un polygone régulier 
inscrit P’; on aura, d’après la définition des limites, 
les PE respectifs des polygones P et P’ qui pour- 
ront ne différer de la circonférence du cercle C que 
d'une quantité plus pétite que toute quantité donnée. 
Cependant, puisque € est entre P et il on a évidem- 
ment P—P > B—C,et > C—P’; donc P—P”, 
et par conséquent 3 (P —P") n’est Das plus petit que 


toute quantité assignable » Puisque _ (P—P'),"m 
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d’ailleurs par leurs talens, je n’avais eu autre 
chose à faire que de CORDES certaines théo- 


étant un nombre entier positif >1; 1, est 7 —— nt ——— (P—P) : 


or , si P et P” étaient d’un même nombre de côtés, 
on aurait P— C > C—P!, puisque le côté d’un po- 
lynome inscrit ss un cercle, et sous-tendant un arc 


2a est — 2a— Ps etc. ; d'où l'arc 2a — le côté du 


| 3 
ADR a à 
polygone inscrit — Z ——ete., et que le côté corres- 


pondant du polynome régulier circonscrit ë La même 
nombre de côtés 5) ou 2 tang a = 2a + ai etc. ; 
d'où ce côté de polygone :circonscrit — l'arc 9a 
DS ee + etc. Mais à cause qu'ici le nombre des côtés 


des polygones P et P” est indéfini , on peut, pour plus 
de généralité, prendre P—C>,ou—, où << C—P. 
De là il suit que l’on a l'une des deux quantités P —C 
et C— P” au moins égale à celle À (P—P’) qui est 
elle-même plus grande qu'une quantité plus petite que 
toute quantité donnée ; donc la circonférence du cercle 
C n’est plus la limite du polygone P ou de celui P’, 
ce qui est contradictoire avec l'hypothèse, d’après la 
définition des limites. 

On trouve dans un Traité élémentaire de Géomé- 
trie, d’ailleurs très-bon , la démonstration du théorème 
suivant. $1 deux grandeurs invariables À et B sont 
telles, qu'on puisse prouver que leur différence À — B 
soit ours qu'une troisième grandeur à, quelque 


petite que puisse êlre celte grandeur , ces ER gran 
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ries qui se trouvent dans les excellens Traités 
des Calculs différentiel et intégral de Lhopital 


deurs sont égales entre.elles. Que signifie dans cet 
énoncé le mot égal ? indique- t-il l'égalité absolue ? 
Dans ce cas-là, ou il n’y a pas de différence A—B, 

ou l'énoncé du Hhéorèbié est faux. Le mot éoulité est- il 
ici modifié de manière à exprimer seulement que les 
quantités À et B ne diffèrent entre elles que d’une gran- 
deur plus petite que toute quantité donnée, quelque 
petite que l'on suppose cette dernière? alorsla de- 
 monstration que l’on donne du théorème précédent, 
ne fait que reproduire une hÿpothèse qui était évi- 
demment admissible sans démonstration. C’est cepen- 
pendant sur un tel théorème que pose dans ce même 
ouvrage, la démonstration si importante, que les cir- 
conférences des cercles sont entre elles comme leurs 
rayons. Legendre , celui de nos Géomètres modernes 
qui a mis le plus de rigueur dans les démonstrations 
des propositions de la Géométrie élémentaire, a soi- 
gneusement évité toutes les considérations des limites. 
dans le sens où nous les avons considérées précédem- 
ment ; et si ce grand Géomètre nous dit à la page 355 
de la quatrième édition de sa Géométrie , que la quän-. 


 tang À ue . EN brie 
tte AU. est taujJours comprise entre les limues x 


et 


1 . po 1 À QUE ASE 3 LATE 
ER > On voit qu'ici l'é mot limite est pris dans Je 


n RNIVAIE SA ENTER 
sens absolu; car lorsque À — 0, la AA en 


atteint rigoureusement la limite: constante ai laquelle 


Lt 4 
se réduit ds dans ce cas-là , celle - CT 
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et Bougainville (*), Euler , Lacroix, Bossut, 
et dans le Calculdes Fonctions, par Lagrange, 
le tout pour le seul plaisir de me dire auteur 
d’un ouvrage sur la partie la plus sublime des 
Mathématiques pures, je puis assurer que , 
desirant de mieux employer mon temps , 
j'aurais résisté à la tentation à laquelle plu- 
sieurs personnes ont succombé ; car très-sou- 
vent j'ai trouvé dans ces compilations, des 
démonstrations bien moins claires que dans 
es ouvrages originaux, de certaines théories 
auxquelles le génie inventeur a, suivant mot, 
répandu un éclat qui se ternit un peu en pas- 
sant par des mains étrangères ,et moins habiles 


(*) Le marquis de Lhopital publia en 1696, sous 
le titre d’Ænalyse des infiniment petits, pour l'intel- 
ligence des lignes courbes , le premier Traité de Calcul 
différentiel qui a paru , et c'est M. de Bougainville qui, 
le premier , publia en 1754 eten 1756 , les deux parties 
d’un Traité de Calcul intégral, faisant suite au Calcul 
différentiel du marquis de Lhopital, dans lequel se 
trouve réuni avec beaucoup d’ordre'et de clarté, tout 
ce qui était connu dans ces temps-là sur le calcul in- 
tégral, et qui était épars dans différens mémoires ou 
livres. Enfin , ce qui fait le plus l’éloge de l'ouvrage de 
M. de Bougainvyille, et prouve la grande utilité dont il 
a été, c'est que l’un des plus grands Géomètres connus, 
l'illustre Auteur de la Mécanique analytique, se plaît 
à dire que c’est dans cet ouvrage qu'il a appris le calcul 
intégral. 
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que celles qui ont créé. Mais l’ouvrage que je 
publie dans ce moment, et pour lequel je solli- 
cite l’indulgence des Savans , se distingue de 
tous ceux qui ont paru jusqu'à présent sur les 
Calculs différentiel et intégral, dans une par- 
tie bien essentielle de ces sciences , qui est la 
réunion de la rigueur géométrique à l’élégance 
et la rapidité avec laquelle ces calculs condui- 
sent les Géomètres aux plus sublimes etutiles 
découvertes en Astronomie , Mécanique et 


Physique. 


Quoique j'aie puisé dans les excellens ou- 
_ vrages dont j'ainommé les Auteurs précédem- 
ment,un grand nombre des matériaux qui com- 
posent celui-c1 ; cependant on sent que pour 
remplir l’objet que je me suis proposé et qui 
est énoncé plus haut, il a fallu trouver beau- 
coup de nouvelles démonstrations , et rema- 
nier entièrement certaines théories qui po- 
saient sur des principes différens de ceux qui 
servent de base à ce nouveau 7 raité élèmen- 
taire des Calculs différentiel et intégral. D'ail- 
leurs , indépendamment de cette cause qui a 
nécessité des changemens dans la manière de 
présenter des théories déja connues , on trou- 
vera encore dans cet ouvrage quelques nou- 
velles théories , et des intécrations plus simples 


que celles dont on s’est servi jusqu’à présent. 


MR 
AVERTISSEMENT. 

C: T Ouvrage se compose de deux Parties, 

savoir, 1° Le Calcul différentiel et aux différences ; 

2° le Calcul intégral. La première Partie est 

subdivisée en Chapitres , et les Chapitres en Ar- 

ticles numérotés. 

La seconde Partie qui contient beaucoup plus 
d'objets que la première, est subdivisée en Sec 
tions , les Sections en Chapitres, et les Chapitres 
en Articlesnumérotés. Mais les numéros se suivent 
sans discontinuité comme la suite naturelle des 
nombres dans tout le couïs de l’ouvrage. Ce qui 
me procure la facilité , lorsque je parle d’un prin- 
cipe démontré antérieurement , d'y renvoyer le 
lecteur en citant le numéro de l’article où se trouve 
ce principe. 

Toutes les formules et équations que j'ai jugées 
de quelque importance et usage général , sont 
numérotées comme les Articles , et dans le même 
ordre que ceux-ci. Par ce moyen, lorsque je rap- 
pelle une formule ou une équation numérotée déjà 
démontrée, je place entre parenthèses son numéro 
précédé de l’abréviation form. ou équat. , et afin 
de diminuer les recherches du Lecteur, je mets 
dé plus le numéro de l’article où se trouve cette 
formule ou équation. 

Mais les formules ou équations moïns essentielles 
par ellés-mêmes, ou qui ne sont relatives qu’à des 
cas particuliers , je ne les indique que par les 
lettres &, b.... entre parenthèses, et dans l’ordre 
alphabétique, en recommençant de même à chaque 


è 
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article où se trouvent de ces formules. Par ce 
moyen-là , lorsque celle de ces formules ainsi indi- 
quées se trouve dans le même article qué celui où 
jen parle, je ne fais que mettre entre parenthèses 
sa lettre indicative; maïs si elle est dans ün article 
précédent , j'ajoute le numéro de l’article où se 
trouve cette formule. 

Les Notes placées à la fin de chacune des deux 
Parties , doivent être lues tout de suité à mesure 
que j y renvoie du texte. 

À la fin de chaque volume, j'ai placé une Table 
sommaire, article par article , des objets renfermés 
dans ce volume ; et afin d'éviter aux Géomètres 
consommés, qui n’ont guère le temps de lire tout 
un Traité élémentaire , la peine de chercher les 
articles qui peuvent les intéresser , j'ai marqué dans 
les Tables sommaires des deux Parties, les articles 
les plus dignes de l'attention de ces Géomètres, 
par un ou deux astérisques , suivant l'importance 
de l’objet. | 

Si dans le cours de l’ouvrage, la forme sous 
laquelle j'ai quelquefois, pour abréger, présenté 
le calcul , ou la manière dont je me suis exprimé, 
laissait au Lecteur quelque incertitude sur la ri- 
güeur géométrique de l’un ou de l’autre | il doit 
relire les articles 4 , 17, et surtout celui 40, où 
jai plus particulièrement développé les principes 
rigoureux de la méthode que j'ai suivie dans cet 
ouvrage, et où j'ai prévenu des changemens que 
je me proposais de faire dan$ la suite, soit dans la 
forme du calcul, soit dans la manière dont je m’ex- 
primerais quelquefois pour abréger. 


d * 
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Lorsque je rappellerai quelque principe essehs 
tiel des Elémens de Mathématiques, je renverrai 
assez généralement à l’Æ/gébre de Lacroix, à la 
Géométrie et à la Trigonométrie de Legendre , et 
enfin à la Géométrie analytique de Biot, ou au 
Mémoire sur les Surfacès du premier et du second 
degré de Monge et Hachette, qui sont les ouvrages 
dont on se sert Le plus ordinairement dans l’ensei= 
gnement actuel des élémens de Mathématiques 
pures. 

Suivant l’usage adopté par tous les Géomètres ; ; 
je fepréenteres les quantités constantes par les 
premières lettres de l'alphabet jusqu’à l’r inclusi- 
vement, en exceptant le d et 1f, lettres initiales 
de caractères particuliers que je .conserverai, pour 
indiquer ces caractères , et je représenterai les 
quantités variables par les dernières lettres 5, #, 
u , v... de l'alphabet. 

T oute formule dans laquelle entre d'une ma- 
nière quelconque une quantité, s'appelle fonction 
de cette quantité , ce qui s'indique en faisant pré- 
céder cette quantité par l’une des lettres F ,f, & 
et ; ainsi Fx,/fx, ox et ox indiquent autant de 
fonctions différentes de la variable x; de même 
FOxs7 me JUan me Eu) O(riP ren), 
GRAN, EE AR) Min autant de fonctions 
différentes d’un nombre quelconque de variables 
%,Y3 Ze., abstraction faite des quantités cons- 
tantes qui peuvent entrer dans ces fonctions , et 
que’nous ne mentionnerons que dans certains 
cas particuliers. , 
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TRAITÉS 


DE 


CALCUL DIFFÉRENTIEL 


ET DE 


CALCUL INTÉGRAL. 


PREMIÈRE PARTIE. 


CALCULS. 
DIFFÉRENTIEL ET AUX DIFFÉRENCES. 


CHAPITRE I. 


Principes purement algébriques , sur les- 
quels pose Le Calcul Différentiel ; nota- 
tion de ce Calcul , ainsi que de celui des 
Difjérences ; définitions relatives à ces 
deux Calculs. 


1. S: pour trouver les différentes valeurs de y qui 
résolvent le problème indéterminé exprimé analytique- 
ment par l'équation 


PRE à | CALCULS DIFFÉRENTIEL 


on fait varier x suivant les termes de la POBFESOR par 
différence 


-x.x+Ax.x+02 Ax.x+3 UE be ta Le EUR 


dont la raison ou différence est Ax ; on aura à ces dif- 
férentes valeurs de la variable x , une suite de valeurs 
de sa fonction y, telle que 


(4 (4 ({/4 je 
MS NV MARNE, i(e); 
dont les différences des termes ne pourront être égales 
que si fx est du premier degré par rapport à x ; mais 
; , 
dans tout autre cas, représentant respectivement les 
différences 


L'ée 20 ut É8 atcs 208 nt LEE) 
AY AY, AY AY se), 


abstraction faite des signes qui précèdent ces diffé- 
rences , on aura les termes de la suite. (e) qui différe- 
ront entre eux, et représentant respectivement les 
différences | 
Ay— Ay, Ay'— Ay, Ay—Ay".....(f) 

par les termes de la suite 

A AS; A:Ay', A Ag". (8), 
toujours abstraction faite des signes que, pôur plus de 
simplicité , nous continuons à considérer comme posi- 
tifs, on aura, si les termes de la suite (g) ne sont 
‘as égaux , la suite des différences de ces termes, 


: * 
qui sera R , 


A Ay — A ÀAy, A Ay"— A Aya. ..:(h); 


par 


et dont nous représenterons respectivement les termes 


par FM 
‘ Aëÿ', : APy eye 
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et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on parvienne à une série 
de termes tous égaux entre eux. 

Les premiers termes Ay, A Ay, A y des suites (e), 
(g), (1) sont respectivement les différences première , 
Me cv troisième de la variable y. Enfin, générale 
ment, A"y est la différence mè"° de y, et lorsqu’en 
OT à prendre les différences de termes de la 
dernière série qu’on à obtenue, l’on parvient à une suite 
de termes égaux 


Aëy, Afÿ'; - ATY" APP ne 01 


] 2 

alors la différence n°°”* de y est dite constante. 
Par exemple; soit VE x* ; en faisant successivement 
c— 1,2, 3,4, 5, 6......, on a pour les valeurs 
correspondantes de y, la suite 


1100/4907) 0 MS) D. 
dont les différences premières , respectivement repré 
sentées par les termes de la suite (e), sont 
7019 0e Oo, 0 


Les différences secondes , respectivement représentées 
par les termes de la suite (g), sont 


12 , 18 F0) DO Linie 


Les différences troisièmes, respectivement représen- 
sentées par les termes de la série (z) , sont 


6,6% 6... 


et comme les termes de cette dernière suite sont égaux, 
nous en conclurons que la différence troisième de la 
suite formée par les cubes des nombres qui ne différent 
entre eux que de l’unité , est constante. Nous avons 
dans cet exemple Ay —7, Ay=izet Ay—6 qui 
est constante. bd 
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2. Il est essentiel de ne pas confondre entre elles 
les trois notations A"y qui représente la différence du 
n°" ordre de y; A vi qui exprime la puissance n'*"* de 
la différence première de y; et A.y" qui indique la 
différence première de la n‘"° puissance de y. Ainsi 
A". y" représente la différence du m'"* ordre de la ni°"* 
puissance de y. 

Nous avons, dans l'exemple de l’article précédent, 
Aîy—ais, AY =—=7 —345%et a canse de y—2% 
On à Ay — À x°, Ay=— A*. x°. Cette notation est LR 
essentielle à soect de même qu'il est nécessaire de se 
rappeler que la différence Az de la variable +, étant 
prise constante , nous ne‘considérerons comme variables 
que les Hréences de dE ou de y qui LD cette 
fonction. 

3. Cela posé , reprenons notre équation 


J —=fx:....(a), 
et représentons par y ce que devient y lorsqu' on substi- 
tue dans sa valeur fx , la quantité x + Ax à la place 
de x , d'où 


k Y—=f(xz + Ax)......(b), 
à. | 


Ay. (NME TIGE — fe... 


Il faut donc pour déteniner la valeur générale de 
Ay(= A.fx) en fonctions de x et de Ax, trouver 
l'expression générale du développement de f (x+ Ax), 

“x et A x étant des quantités indéterminées. 


“Or, il est clair que le développement de f (x+ Ax), 
doit être tel qu’il se réduise à fx lorsqu'on fait Ax=o ; 
donc il doit se composer, 1° de fx; 2° d’une fonction 
de x et de Ax, que je représente par @ (x, Ax), 
et dont le développement doit avoir tous les termes 
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multipliés par Az, afin qu'il s’évanouisse entièrement 
lorsqu'on fait Ax — 0 ; on aura donc en premier lieu, 
enfaisantee (x j'A x) =Nmie (es : Ami); 


f(x + A) = fr+ Axg (x, Ax)s...(d) 
Mais A x étant une quantité arbitraire que l’on peut 
conséquemment toujours prendre rationnelle, ne saurait 
par son introduction dans fx, augmenter les radicaux 
qui entrent dans cette fonction; donc le développement 
des (x, Ax) ne peut Re que des puissances. 
entières de A x; car s'il y ayait des termes , et mêmeun 

PAL % 

seul terme de la forme MAx”, ou MV/Ax",metn 
étant des nombres positifs et premiers entre eux, ce 
‘terme pourrait être pris de z manières différentes , ainsi 
que l'enseigne l’Algèbre dans la théorie générale des: 
. équations. Donc à une seule manière de prendre fx 
dans l'équation (d), répondrait un nombre n de ma- 
nières de prendre f (x + Ax), ce qui, comme nous 
venons de le dire, ne peut être. De même, le dévelop- 
pement de 4 (x, A x) ne peut avoir que des puissances 
positives de Ax; car s’il s’y trouvait un seul terme de 
la forme ns il s’ensuivrait qu’en faisant Ax—o, 
l'équation (d) se réduirait à celle fr —fxr +, ce qui 
est absurde (voyez la note 1 ). Donc, d’après toutes 
ces considérations , la forme la plus générale que pourra 
avoir le développement de f(x<+ Ax), sera donnée 
par Féquation * 


f(x+Ax) =fx +F;ixAx +F,xAx? }. .(e) 
+ Fsx A+ Fix A xf+ etc. ” 


11 bu À et NC CAE étant des fonctions de x encore indé- 
terminées , dont nous allons chercher les relations avec: 
la FsMton primitive fx. 
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Les coefficiens des différentes puissances de À x dans 
l'équation précédente (e), étant indépendans de,l’ac# 
croissement que l’on fait éprouver à la variable x dans 
la fonction primitive fx , resteront les mêmes lorsque 
nous substituerons à A x la quantité AX+ dx, ce qui 
changera l'équation (e) en celle 


FA (x+ Ax+dr)= fxt+F,x(Axtdx) 
—+Fir(A xx) + Fix (Ax+dr)+etc. }- CP) 


De même, la variation A x que l’on fait éprouver à la 
variable x , étant indépendante dé la grandeur de cette 
variable , ne changera pas dans l'équation (e) , lorsque 
nous ÿ mettronsà la place de x l4 quantité x + dx, ce 
qui noûs donnera 


Ÿ (xx Ar) —= f(x + dx) +F,(x+4dx)Ax | ) 
+F,(x+dx)Ax"+F3(x dr) A xÿbetc. (@)- 


Développant les puissances de Ax+dx dans l’équa- 
tion (f) , et les fonctions de x + dx dans l’équation 
(g), en nous arrêtant à la première puissance de dx, 
ce qui, comme on va le voir tout à l'heure, est suffisant 
pour déterminer la loi de la suite (e); on aura, par le 


développément de l'équation (f), celle 
SH ALI T)=fr HT ir A x 4 F,x À x°+4Fsx À xètc. je Go) 
+ (FixdoF,x AxÆ+485Fsx À ae 4F,x À etc.) dx-+etc. 
Le développement dé f (x 4 dx) doit évidemment 
être le même que celui de f (x + Ax) [ équat. (e)}, 


en mettant dans ce dernier dx à la place de Ax;on 
aura donc 


f Cx Hr)= fr DE de ce ct: ER 


Or, il est'évident que la forme .et la relation qui existe 
entre les termes de cette dernière équation, étant in- 


”” 


+ 
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dépendantes de la fonction de la variable x sur laque 
on opère, l'on aura de même les équations 


F, (x Hodx) = Fix + qgixdx + etc. 

F, (x + dx) = Fr + prix + etc. AE) 

F; (x + dx) = Fer + gsrdx ++ etc. PL Moi 
etc, 


dans lesquelles les relations respectives de pix, x, 
gx... à Fix, Fix, F3x.... seront les mêmes que 
celle de F,x Afe. Donc sinous appelons F,x la fonction 
dérivée de celle fx, nous auronsles fonctions g,x , @x, 
@sx... qui seront respectivement dérivées des fonctions 
F;x, FE,x, F3x...., conime celle F;,x est dérivée de la 
primitive fr. 

Substituant la valeur de f (x + dx ) [équat.(:)], 
et celles de F,(æ+dr),F,(x<+dx)...[éq.(h)] 


dans l'équation (g), on a 


f(x + Ax 0x) —= fx + FixAx+F,rAx 
+ Fsx A ax + Fix A xibetc. 
+ (Fx+oraA xx A xx À xbetc)dr( 
etc. 


Retranchant de l'équation (A) celle (2), il vient 


(2). 


2F,r) Ax+3F3x) Ax2+4Fir} Axietc.) +eic.—0...(m). 
toi, W js ne 4 

Or, ilest clair que si nous ne nous étions pas arrêté dans 
les développemens des équations (f) et (g) à là pre- 
mière puissance de dx, nous serions parvenus à une 
équation ordonnée par rapport aux puitanÇ el ascen— 
dantes de dx de la forme 


À + Biz + Câx? + etc.—0o....(n) : 


dans laquelle A représente la seule partie conservée dans 


L 
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l'équation (m). Mais puisque l'équation (n) doit avoir 
dieu indépendamment des valeurs de dx ;il faut, pour 
satisfaire généralement à cette condition , que A—0o, 
Br=o; C—=0: Done 


2F,x + me A x ME A x? + etc. — 0. 


PR TT mit ES 


De même cette dernière équation devant avoir géné- 
ralement lieu indépendamment des valeurs de Ax, on 
aura les équations 


{ 2F,tr—pt—0, 3F 3x —Q,2—0, 4F x —psx 0... }... (0). 


Mais si, pour plus d'uniformité dans la notation, nous 

représentons par f’x la fonction F,x dérivée de fx, 

nous aurons Fix— f’x; donc représentant par fx 

la fonction dérivée de f’x , et nous rappelant que nous 

représentions par @,x la fonction dérivée de F;,x, nous 

aurons @,x — f'x : mais de la première équation du 
« ’ 

QT Æ 
groupe (0), ontire F,x = ——; donc PT ———. De 
même, représentant par f"x la fonction dérivée de 
celle fx, et faisant attention que @,x représente la 


1 
fonction dérivée de F,x ou de sa valeur LE ; nous 


{/4 
| % s 
aurons @,x ———, et substituant cette valeur dans 
2 


la seconde équation du système (o}), il viendra 


18) 


F4 . e A 4 a] 
. Continuant , suivant la même notation, à 


2.9 
représenter par f**x la fonction dérivée de celle f”x, et 
observant que 9x est la fonction dérivée de celle F:x, 


F,x En 


fx f'# 
ou de sa valeur Z > NOUS AUTONS Qs7 re Or, la 
2. ; 


os ; . P3x 
troisième équation en (o) donne F,x = 7 done 
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F, x = 38.4" et ainsi de suite, on trouverait que 


généralement f(x étant la fonction dérivée de celle 
1002 


Ter , On à FT NET à AY Pet) 


Substituant ces valeurs de F,x, F,x.... dans l’équa- 
tion (e), et considérant en même temps les deux cas où 
la différence A x est positiye et négative , on aura l’é- 
quation 


" AE 
MO Ai} fr fx. Axtf'e. 4 
A 23 ta 
+ fr CE 1v — 
fe. + fx. Æ etc. 


par le moyen de laquelle on développera aisément la 
fonction variée f(x + Ax) d’une fonction primi- 
tive donnée fx, lorsqu'on connaîtra par un moyen quel- 
conque , que la simple algèbre fournit souvent la pre- 
mière fonction dérivée f'x, puisqu’alors on aura la loi 
suivant laquelle chaque terme se dérive de celui qui le 
précède. 


Substituant cette valeur de f(x A x) dans l'équa- 
tion (c), on aura celle 


e 
2.3.4 


A A 
Ay=tEfxAz+f"x 2 mur Re 2e 


qui servira par les mêmes moyens que ceux indiqués 
précédemment , à trouver la différence de deux états 
de grandeurs d’une fonction variable , lorsqu'on a fait 
yarier la variable d’une quantité déterminée et cons- 
tante + Ax. 
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Ces formules (1) et (2) dont on aperçoit déjà l'uti- 
lité dans les développemens etrecherchesdes différences 
des fonctions variables considérées dans deux états de 
grandeurs, se présenteront sous une forme beaucoup 
plus commode et utile à l'article 38. 


4. Divisant l'égdation par Ax,ona celle 


Safe fte RE fe DE ete. ON 
dans laquelle nous prenons, pour plus de simplicité , la 
différence A x positive. Or, si nous considérons main— 
tenant la variable x dans un seul état de grandeur , ce 
qui donne Ax—0, et par conséquent aussi Ay—=0, 
puisque y n'est qu'une fonction de x, l'équation (a) 
se réduira à celle F 


Sem dev .(a). 


La fraction ? considérée isolément , ne présente qu'une 
signification vague, puisqu'elle peut représenter une 
quantité nulle, ou infinie, ou finie, suivant que l’on 
considère son numérateur comme MR. d'une ab- 
sorption répétée d’un facteur significatif par plusieurs 
facteurs égaux à Zéro, et son dénominateur comme ne 
provenant que de l'absorption d’un facteur significatif 
par un nombre moindre de Re égaux à Zéro ; 
(a—a) ALTER NES) 
j, ER at = b(1—:1) 


= o ; ou que l’on considère l'inverse du 


telle est la fraction 


ARC 7) 
D 


cas précédent, telle est la fraction 


a—a 0. 
AM “ 


a a 


BAR C1 D TU 0 


55 ou enfin 
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que les deux termes de la fraction sont considérés 
comme provenant des absorptions de facteurs signifi- 
catifs par un même Rte de facteurs nuls; telle est 
a—a a(1—1 
gr dé = =. Le premier 
membre de rit (a) ést dans ce dernier cas, 
abstraction faite pourtant des valeurs mropres à fx 
que nous ne considérons que d’une manière abstraite, 
et qui, considérée d'une manière concrète, pourrait 
être , comme nous en verrons des exemples dans la 
suite, nulle ouinfinie. 


IA TTaCUON = 


Pour indiquer généralement le cas analytique exprimé 
par l'équation (a) ,au moyen d’une notation bien simple 
qui nous rappelle en même temps que le zéro du numeé- 
rateur de la fraction provient dans ce cas ci, de Ay, et 
que celui du dénominateur provient de HU , lorsque 
considérant la variable x dans un seul état de Lande le, 
ces deux différences s’évanouissent spontanément , nous 
mettrons l'équation (a) sous la fine 


dans laquelle dy et dx sont di Zéros qui io. res. 
pectivement les différences Ay et Ax, et sont les 
résultats de l'absorption de-facteurs finis par un même 
nombre de facteurs nuls. (Voyez la note Il.) 


5) L’équation (2) que nous considérerons ici sous la 
forme (3) , s'appelle l'équation aux différences ; parce 
qu'elle donne la différence A y des deux états de gran- 
deurs d'une fonction variable y (=x), lorsqu'on a 
considéré la variable x dans deux états de grandeurs x 
et x’ qui différent entre eux de la différence Ax de 
cette variable. cs 


Mais l'équation (4) dont le second membre ne se 
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compose que d'un seul terme f’x de celle aux diffé 
rences (3), et qui pourrait par cette raison s ‘appeler 
équation partielle des différences , s'appelle plus géné- 
ralement équation différentielle , ce qui exprime, d’une 


manière plus simple , que la valeur de _ [ équat. (4)1 


n'est qu'un diminutif de celle de æ [ équat. (3) |. 
Où appelle par analogie, différentielles de y et de x, 


les zéros représentés par dy et dx, provenans respecti- 
vement des différences Ay, Azx, lorsqu'elles se sont 
spontanément évanouies par la considération d’un seul 
état de grandeur de la variable x, et par conséquent 
de sa fonction y. 


Lorsqu'on ne veut qu'exprimer la différentielle d’une 


variable x , ou d’une fonction quelconque variable repré … 
sentée par une simple lettre y, on l'écrit comme nous”. 


l'avons fait précédemment , sans interposer aucuné 
marque ou caractère entre la caractéristique d et la 
variable x, ou la représentation y de sa fonction. Mais 
si l’on veut indiquer la différentielle d’une fonction mo- 
nome variable, on met entre la lettre d et la fonction 
variable, uñ OU et si c'est la différentielle d’une 
Rue polynome , on met ns ci entre deux 


parenthèses, Ainsi d.x", d (az Le ASH q) indiquent 


respectivement les différentielles des frac. variables 
écrites après la lettre d.. 


6. De l'équation (4), et conformément aux défi- 
nitions et notations précédentes , il suit que le rapport 
de la différentielle de la fonction d’une variable à la 
différentielle de la variable , est égal au coeflicient de 
la première puissance de la différence de la variable 
dans le développement de la fonction proposée , lors 


s 
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qu'on a augmenté ou diminué la variable de sa diffé- 
rence; et à cause que ce coeflicient est indépendant de 
la différence de la variable , on peut, pour simplifier l’é- 
noncé de cette proposition, dire quele rapport de la dif- 
férentielle de la fonction d’une variable à la différentielle 
de la variable, est égal au coefficient de la première 
puissance de la différentielle de la variable dans le dé- 
veloppement de la fonction donnée, lorsqu'on a substi- 
tué dans cette fonction la variable augmentée de sa dif- 
férentielle. Ainsi , pour avoir la différentielle d’une fonc 
tion variable, il ne faut que trouver ce second terme da 
développement. Le calcul qûi mène à ce résultat s’ap- 
pelle différentiation , et celui qui sert à trouver la dif- 
férence entière [équat. (2)] s’appelle D oO Sd 
totale. 


De même nous s appellerons différentier une fonction 
variable , l'opération qu'on fait pour obtenir le rapport 
de sa différentielle à celle de la variable ; et nous ap- 
pellerons-prendre la différence d’une fonction variable, 
l'opération qu’on fait pour obtenir l’expression de la 
différence de cette fonction par une suite telle que celle 


(2) Cart. 3]. 


Ainsi pour différencier la formule 


La 


RAR CONS 


je cherche le second terme du développement de 
a (x + dx)=", qui, comme on l’a yu en algèbre, est 
Eamx =" dx, d'où 


d.ax=" 


PRE mr S 
Ti = + amx CAES 


Donc dx étant la différentielle de la variable x , la 
formule Æ amx<"— dx est la différentielle de ax. 
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Mais si l’on veut prendre la différence de la même 
fonction variable ax#*", alors il faudra compléter le 
développement de la puissance Æ m du binomexz+Ax, 
et l’on aura d’abord pour l’exposant positif 


À .ax"=a(x+ Ax)"— ax" 


=a[ mar A ds 1) x"? AU + ax" | (B), 


et pour l'exposant négatif , il viendra . 


A D AT à a a Ce (x+ AROLE 
-ax FLN») v US die Ÿ x" (x+Ax)" 


—AAÂX [ma 7re Lie 1) x"—2 À Li. HA _ (c) » 


I ee CR NT 4 x" AL" - 


es 
ea 


équations dans lesquelles A x étant la différence de x, 
on a les différences des fonctions x" et x" qui sont 
respectivement les seconds membres des équations (b) 
et (c). 

7. Soit qu'on prennela différence, ou que l’on difFé- 
rentie une fonction variable, il est clair que si dans 
cette fonction il y a un terme tout constant , ce terme 
disparaîtra dans la différentiation totale, et par consé- 
quent aussi dans la différentiation Dartielle ; car dans 
la première de ces deux opérations, la quantité cons- 
tante restant la même lorsqu'on substitue à la variable 
cette même variable augmentée ou diminuée de sa dif- 
férence, il est clair qu’en retranchant de la fonction 
transformée la fonction donnée , la quantité constante 
disparaîtra. De même , puisqu’en divisant la différence 
de la fonction variable par celle de la variable , et fai- 
sant cette dernière différence égale à zéro, la formule 
aux différences se réduit à la formule différentielle, il 
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s'ensuit que la constante ne se reproduit pas, et que- 
conséquemment elle disparaît dans la différentiation 
partielle. Ainsi généralement, représentant par c une 
constante quelconque ,ona 4 (fx+c)—=A.fx, et 
de même d(fr+c)=—d.fx ; d'où nous conclurons 
que les différences ou différentielles de deux fonctions 
variables égales, sont identiques ; mais que des diffé- 
rences ou différentielles peuvent être égales sans appar- 
tenir à des quantités égales. Cette observation est de la 
plus grande utilité dans le calcul qui sert à revenir des 
différences ou différentielles % fonctions mêmes, ainsi 


que nous le verrons lorsque nôus traiterons cette belle 
partie de l'analyse. | 


CHAPITRE IL. 


De la differentiation des fonctions algébriques 
et transcendantes d'une seule variable. 


# 


8. Ib règle générale pour différentier toute fonc- 
tion d’une seule variable , déduite de la proposition 
énoncée à l’article 6, exigeant la connaissance du se- 
cond terme du développement de f(x + dx), ül 
est à propos de déduire de certaines différentiations 
obtenues par ce moyen, des règles qui puissent conve- 
nir à la recherche des différentielles des fonctions va- 
riables d’une même classe. C’est ainsi, par exemple, 
qu'ayant trouvé à l’article 6 , d’après la règle générale 
énoncée dans cet article, que te 


d.x<" = + mir idx de dE équat. (5)] 3 
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ou , plus pihaalenent, que 


d.(ax= Em c)=Etm ax En. fs (O) art 5h, 


on en conclura que l'équation (6) ayant lieu , quel que 
soit l’exposant m ( Comp. d'Als. de Lacroix , art. 65 
et 66), il faut, pour différentier une fonction monome 
d'une seule variable , diminuer l'exposant de La va- 
riable d’une unité, et la multiplier par le produit de 
son ancien exposant et de sa différentielle. 


Voici quelques So ‘4 à 


UE 


Ne 1°. dCax” +5)=Tar a ‘a. 


ax" 
2°. — + b) = = (m— : ER RÉ 
d'a — amdx 
3° d er (+0 = — aMmxT" 1dx — pas Toni: 
% œ = adx 
e a me TE on e 
4. d.(aVz+b)=—x = 
PRE 


P 
. e : SN Ne ° 
5°, Pour différentier la formule Wa" — x, soit 
fait z—a"— x", d'où dz — — nx"-'dx; mais 


P 1 -—1 , 
d.Vz=- 7 dz; donc substituant dans cette der- 


nière équation les valeurs de z , ainsi que celle de dz, 
il vient 

P n ré 
d'yV(at mx) —=—-(a"— x" )P xT'dx 


* 
— nx" dx 


L 


Ti pee nt: 
pVG@am— x") 
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9. Passons actuellement à la différentiation des quan- 
tités qui se composent de plusieurs termes affectés de la 
même variable. Soit généralement 


en fo EE fan fo 5. 0 KO) 
MAR T Le: représentant des fonctions monomes 


de la variable x. La différence de cette équation (a) 
est 


dy=f(a+ax)+f (xt Az) +fi(rh Am). 
— (fx Lfix + fix...) 
Mais l'équation (1) [ art. 3] donne 


| f(z+Ax)= fx + f'xAx + ae etc. 
Nas M 
fitx+ ar)= fr +faaz+ fe 


L D e ° e 


AE etc. 


. L * 1 e e e- L] e e e 0 i 


Donc , substituant ces valeurs dans celle de A Y; 


réduisant et divisant toute l'équation par Ax, il 
vient 


A 
LT = fa + fix L far. ..4 
+ iCffx+f'ix + f'ix...) Ax + etc., 


et considérant la variable x dans un seul état de gran- 

deur , d'où Ax—oet AYFFOS ; enfin ss tou- 
A 

jours ce cas particulier par la substitution dar Ta : 


dx * Ax? 
on a l'équation LE AE 


D fx RL ne DS? 


N 


L 
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Ainsi la différentielle du polynome fr + fix +f,x... 


est 
f 7 14 
(fx + fx E fix...) dr; 
c'est-à-dire qu'elle se compose de la somme des diffé- 
rentielles de tous les termes variables du polynome pro- 
posé. Donc, règle générale , pour avoir la différen- 
tielle d’un polynome dont les termes sont fonctions 
d’une seule variable , 1/ faut différentier chaque terme 
particulièrement , et écrire toutes ces différentielles à la 
suite les unes des autres avec leurs propres signes. 


E4À 
PRIOR: UNE 1 
EXEMPLES. 1°. Différentier ax—bx" + cy/x — æ 


£a différentielle de ax est adx; celle de — bx" est 


ä 

EN E enfin , la 
Va 

pdx 


ire 1 à 
différentielle de — — est ———; donc écrivant toutes 
ap À ses 


nm 
c 
— mbx" dx, celle de c V/x est = 


ces différentielles à la suite les unes des autres avec 
leurs signes, et faisant de dx un facteur général, il 


Vient 
ÿ # 1 
d (ax bx" + c V/x 5) 


=(a— MDI ——— + —— re dx. 


n me 


go SERRE 
2°. Différentier Cax+by ÿn — a Lx Ex 
Faisons X —ax + ba, X'"=—= a+ bx 5 cx?, ce qui 


réduit la proposée à la forme X"— VX dont la 
différentielle est & 
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ht GB). 
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MAPTAX ——— 
gx ) 

MN (a 1 SE) NONN ANNE 
denc substituant les valeurs de X, X’, dX et dX’ 


dans la formule (b), on trouvera que la différentielle 
demandée est 


ai en ART ER de 
2 | gV (a+bx+cx)" J 


Avec un peu d'usage du calcul, on acquiert bien 
vite l'habitude d’opérer directement sur les quantités 
données, sans le Secours des symboles auxiliaires servant 
à représenter des polynomes compris sous un exposant 


quelconque ; C’est de cette manière que nous allons 
traiter l’exemple suivant. 


mr 


ET ras b Su 
5. d\/ [a+ Va+ex sn 


pm ; 
FER L _e Vire | « [4 ( | Ca-+exÿi | 
m 


e 


mm 
Pme 


AE SFR 


le 
n. V2 qVCa +ex)T 


; & A A 
Ces exemples renferment, à peu près, les cas les 
plus compliqués que lon puisse proposer pour la dif- 
 férentiation des fonctions algébriques d’une seule va- 
| 2. 


[2 
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riable ; ainsi nous passerons tout de suite aux différen- 
tiations des quantités transcendantes. 


10. On démontre en algèbre que 


mx)", (mx m 
UT RSR EC 1 à ) + Y Her 3 PA ete... (a)*] 
mm représentant le pete naturel de la base a : donc 
différentiant d’après la règle enseignée précédemment 
(art. 9), il viendra 


% 


du = mdx | : LA ne de EE cte.] 


Mais la série comprise entre les deux parenthèses, est 
l'expression de a; donc 


da = made == alade:, (9), 


en représentant par la le logarithme naturel m de la 
base a, 

La différentielle d'une quantité exponentielle se sim- 
plifie, lorsqu'on. prend pour base celle des logarithmes 
naturels , que l’on représente généralement par la 
lettre e; car alors m = le — 1, ce qui réduit l'équa- 
tion (7) à celle 

AU come À 2 re PA (Le 


11. Prenant pour “caractéristique du logarithme d'une 
quantité dans un système logarithmique qui a pour base 


[*1 J'aurais pu déduire ce développement de la formule (1) ,n 
comme la fait Lagrange dans son ouvrage sur la Théorie des - 
Fonctions ; mais j'ai pensé que cette recherche sur des connais-. 
gances (léjà Med uns à d’une manière pour le moins aussi simple, en 
algèbre, m'aurait entrainé dans des longueurs inutiles, et aurait 
exigé certaines considérations qui ne sont pas conformes à la sim- 
plicité et à la marche rigoureuse que je me suis proposé de suivre 
dans cet ouvrage, 
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Ja quantité a , le symbole [ L, |, et toujours pour ca- 
ractéristique du logarithme naturel, la lettre /: de plus, 
faisant y—a”, d'où x=[L,]y,m=—la,dy—d.a, 
dx —=d.[L;]y; et substituant ces valeurs dans l’équa- 
tion (7), après y avoir isolé dx, on aura 


Passant des logarithmes du système qui a pour base a 
aux logarithmes naturels , ce qui donne /a—/le—1, 
il vient 


dy 
FC did (e) 
[y D (10). 


Donc /a différentielle du logarithme naturel d'une quan- 
tité quelconque , est égale & la différentielle de cetie 
quantité divisée par elle-même. 

Lorsqu'on cherche la différentielle d’un logarithme 
dans un autre système que le naturel, il faut, 
ainsi que nous l'apprend l'équation (9), diviser la diffe- 
rentielle du logarithme naturel, par le Fute natu- 
“reMtelibase de ce système. 

Mais la facilité qu'on a de passer du logarithme natu- 
rel d’une quantité , au logarithme de la même quantité 
dans un système qui a une base quelconque, en divisant 
le logarithme naturel donné par celui de la base, nous 
portera à ne considérer dans cet ouvrage que Ee loga- 
rithmes naturels , ce qui simplifiera 1) formules et le 
calcul. 


Les différentiations des quantités logarithmiques sont 
de la plus grande importance dans les sciences exactes. 


EXEMPLE. Diférentier la formule logarithmique 


PC a) (BY QT CY (Tr —h)....(a}. 
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Représentant par y cette formule, on a 


dy=dl(x"—a)+dl(x?--b) +41 (21 c)+dl(x'—h) + etc. 


4 Es PR Let HET 2 ST TS 


+ L + etc. | AUS. (P). 


— 


La HR XT— C 


Faisant n—p—q2=r.....—1,et supposant qu'ily a 
un nombre m de facteurs binomes de la forme x — a, 
æ—b...., on aura l'équation 


= Ca" Aa Bars, Pr Q7]....(c), 


dans laquelle , comme l'enseigne l'algèbre, 


A=a+b+c+h...,B=ab+ac+ah...+bc+bh...+ch……; 
enfin Q = abch:1 


Différentiant cette équation (c),"on a 


Ms otre (m1) Ar"? (m—9o)Brrs.. TP ]dx 


d 
de D ADI BL, PE TEO 


Gi d’ après Jes hypothèses qui ont réduit l'équation 
— (a) à celle (c}), l'équation différentielle (b) 
ne 
(x—b)(x—c)(x—h)... +4 (x—a)(x —c0) CM) te 
Hu .+(x—a)(x—b)(x—h)....4(x—a)(x— à] dx 
(x—c)....H#etc. A * 
LA RMTIL Br... Px HO 7 
et égalant ces deux valeurs de dy, on a l'équation 


A (1 ) ALI (mo) Bars... PA 
Par) (x—0) (ah)... + a—a)(x— c)(x—h).. 
+(x—a)(x—b)(x—h)...+(x—a)(x—b)(x—c):..(d), 
d’où nous conclurons ce théorème d’une utilité remar- | 


quable dans la théorie des équations , savoir, que 
de coefficient de fa differehtiolt de d'inconnue x dans 
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la différentielle d'une équation du degré m , est épal à 
la somme de tous les produits distincts qu’on peut for-- 
mer en multipliant les m racines binomes de m— 1 
à M—I1. 


Donc , si dans l'équation proposée il y a z racines 
égales à a , p racines égales àb, q racines égales à c..…, 
ce qui la rétd RUE de noie Chr Ce ns 
il est évident que chaque terme du second membre de 
l'équation (d) sera divisible par CL (æ—bd)rT: 
(Ron. 

Donc, le plus grand commun diviseur entre l’équa- 
tion proposée et le coefficient de dx dans sa différen- 
tielle, est égal au produit de toutes les racines binomes 
égales , respectivement élevées & une puissance moindre 
d'une unité que le nombre de fois qu’elles sont facteurs 
dans l'équation proposée. C'est sur ce principe que 
pose la règle donnée en algèbre pour trouver les racines 
égales des équations, et qui s'y démontre d'une ma- 
nière plus pénible et moins générale que par le calcul 
différentiel ( Alg. de Lacroix, art. 204et suiv. ). 


19. Pour indiquer les logarithmes successifs d’une 
quantité, nous mettrons pour. exposant à la lettre ca- 
ractéristique / des logarithmes, le nombre de fois que 
l'on prend les logarithmes deslogarithmes de la quan- 
tité. Ainsi 2x— log du log de x; Px = log du log 
du log de x , et ainsi de suite. Donc 


i “dix ŒE . . _4..bx x dit 
ad ne 
péan dée, ol dx 


APR AE A ee A 
et généralement 


ñ dx : ; 
SR TD PE A 


re 
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13. Passons enfin à la différentiation des fonctions 
rectilignes d’arcs circulaires variables. 


On sait que 


et 
etv—1 e— Tv —1 £ 
co. re 002) EST 
donc 
( eV TL er 
Déc dites dx [art. 10, équat. (8) 1. Ê 


2 

Mais le coefficient de dx est ésal à cos x ; donc 
din ES COR MT NACRE 

différentiant l’équation (b) , on a 


Cervr— er —t 3] V— L 
a ? 


d.cos x — 


et multipliant les deux termes de la fraction pa V/—1, 
il vient 


eV I pe TV — 1 
d. COS XL — — 1) dxs 


ape 


(*) J'aurais pu déduire des formule (1) [art. 37], les valeurs de 
sin x et de cos x en fonctions des arcs , par des séries indéfinies , et 
de là j'aurais déduit les valeurs de ces quantités en fonctions ex- 
ponentielles de l’arc x et de ÿ— 1. Mais par les mêmes raisons que 
celles que j’ai exposées au renvoi de Particle 10, j'ai mieux aimé con- 
sidérer ces connaissances comme acquises précédemment, ce qui 
doit être lorsqu'on apprend le calcul différentiel. D'ailleurs les 
formules (a) et (b),sont démontrées de la manière la plus simple et 
la plus claire, par le moyen des premiers principes d'algèbre et de 
géométrie , dans l’excellent ouvrage de M. Legendre, à Particle 33 
de la Trigonométrie (quatrième édition des Elcqens de Géo- 
métrie ). 
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or , la quantité entre parenthèses est égale au sinus de 
x; donc 


d, 008 ri sin Xdr 1.0. (19): 


2 1 
14. On a séc x — Et COSEC L—— ; donc 
cos x sin æ 
; — 48 COS: x ; — 4 sin x 
d.sèéc x = ———— \, et dcoséc x =———— 
cos x sn T 


Substituant dans ces équations les valeurs de d. cos x 


[équat. (13) ] et de d.sin x [ équat. (12) |, on aura 
Ne 


dx sin x drtancs x 
d', séc L= ——— = —— .,..(14) 
cos x cos x 
dx cos x dx cot x 
d.coséc x = — — > — ——..,..(15). 
sin?x Sin T. ' 


é. 
15. Onsait que tang’x—sécx—1t, et cot’x—coséc’x 
—1. Différentiant ces équations, il vient tang x d'tang x 
—séc x.d.sécx, et cot x d.cot x=—=coséc. x d.coséc x, 
sq : d.sec x d.coséc x 
d’où on tire d.tangx =, et d.cot x ———. 

sin æ cos x 

Substituant dans ces équations les valeurs de d.séc x et 


de d.coséc æ& [équat. (14) et (15) ], il vient 


: dx 
dites r'— pvc ND (16) 
dx 
dicotæ Shen. OS (1732 


On trouvera avec la plus grande facilité la différentielle 
de sinus verse de x, puisque d.sin®ver xd (1—cosx) 
— — d.cos x ; donc substituant à la place de d.cosx, 
sa valeur [ éq.(13)], il vient 


d.sin-ver æ =sin rdx....(18). 


EXEMPLE I‘, Differentier 1 sin (a +2") sin (b+ 7’) 
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sin (c+-77). Cette formule pouvant s’écrire ainsh 
qu il suit 


Zsin (a + 2") + lsin (b +2") + Zsin (c+z7)....(a), 
on n'aura qu'à différentier suecessivement ces trois 
termes ; ainsi, pour le premier , il viendra 

s 


my d.sin(a+z") 

d.l sin (a +2 ) T'sn(a+z") 
__d(a+z")cos(a+z")., RER, se 

TT  sn(atz") Peu cot(a-+z )dz,, 

et opérant de même sur les deux autres termes de la 

Formule (a), on aura pour la différentielle demandée, 


la formule 


Emz”'cot(a+2") nz"cot(b+z")ÆEpzrtcot(c+-2) |dz. 


[équat.(10)] 


m 
IT. Différentier Pa 4 VB+zr). 


La formule 7 (art. 10 ), donne 
À di 


nm ELA 
3 Leo (+2) eV GE) nn de ÿt n Ye. 
Mais ce dernier facteur différentiel est 
m m : ; 
= —sin V@+2)" d. VA ROr Lau (13) ,art.151 


mt 


LE is AC ED a VOD dz. Donc la diffé- 


rentielle demandée est 
# 


La mn. coVGTS b+z)" VELES a Lg) sin Ca 3") ladz. 


mm 


IX. Différentier tang Var) ; 
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( 
Hasena ombre), GO A, de ME. 


b À 7 — 
dr = TA V/(a— bz") dz, et substituant ces 
71 


L: 


valeurs dans l'équation (16), il vient 


RS SRE m Ve 07") NFRURe 

d.tang V/(a—bz") = — D or na 

n cos’ ÿ/ a — ae Li 

16. Faisons successivement y = sinx;, y —cos x; 
VERNIS: y —=cotx; We: T ; y —=coséc. T 
et — sin-ver x, ce qui donne ce à ces 
différentes valet successives de y, les égalités 
arc (sin—y)—x; arc (cos—ÿ)=—7x, arc(tang = y)=x; 
Marc (cot—y)=2 are (see y) rare (cos) Tr"; 
et arc (sin-ver — y) —=x. 
Donc, isolant dx dans les équations (12), (13), (16), 
(19), Le (15) et (18), substituant et faisant les 
réductions trigonométriques nécessaires, On à respecti- 
yement à chacune des équations précédentes, celles 


su (19)6 


arc (tin =) 


d'arc (cos ÿ) = férnt as. (do), 


Vi—y 
| dar (ang) = À SN (21), 
d. are (cot=y)=- ee (22), 
d.arc (séc Pl A 
ALAN te 
d.arc (coséc—y) — — (24), 
AA 
d.arc (sin-ver=—7y) = M8 (25). 
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L’équation (19) s'obtient en observant que...,: 


arc (sin—y) —x, donne ÿy=—sin x, d’où cosx — (V4 1—y* | 
et dxæ—d.arc (sin — y). Mäis de l'équation (12) , on 
A d.sin x RU. 
tire dx re donc , pär des simples substitutions, 
s 
{ 
on a l'équation (19). Un calcul semblable fait trouver 


les équations (20).....(25). 


—< 


CHAPIT:E IT. 


De la différentiation des fonctions algé- 
briques et transcendantes de plusieurs 
variables, ainsi que de celles à une seule 
variable qui se différentient comme Les 
fonctions de plusieurs variables. 

; 


F4 


17. Soir u une variable dont les valeurs dépendent 
de celles qu'on donne à deux autres variables Y et 
X , dont la première w n'est fonction que par voie 
d’addition on de soustraction (*), ce qui donne l’équa- 
tion 


u= AY BX +C....(a), 


A ,B,C étant des quantités constantes. 


(*) Il est clair qu’on pourrait avoir u = F(X,Y),X et Y étant 
des variables simples ou respectivement fonctions de x et dey, et 
que cependant w fût une constante ; alors l'équation précédente pon- 
vant être ramenée à la forme Y — $X ou y = fx, rentrerait dans 
le cas de la différentiation des fonctions d’une seule variable , que 
nous avons traitée dans le chapitre précédent. Mais dans celui-ci, nous 
considérerons des fonctions de variables , qui varicront elles-mêmes 
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Faisant varier en même temps les variables Y , X des 
quantités respectives AY, AX, et représentant ce que 
devient alors uw paru’ ,on a |’ UE 


DAY LBX LC AAV RX, 
d'où retranchant celle (a), il vient ’—u, ou - 
Au HAANIDIBAXS à CDN 


Ainsi , afin que la fonction variable u puisse être con- 
sidérée dans un seul état de grandeur, il faut faire en 
même temps Ay—o et AX —0. 


_ Divisant l'équation (b) par At, on a celle 


ne D 

AX AX 

qui, lorsque les variables X et Y sont considérées 
simultanément dans un seul état de grandeur , se 
réduit à ? —= À 2 + B, ou, nous servant de la 
même notation que dans les chapitres précédens pour 
rappeler , après l’évanouissement spontané des trois 
différences , les quantités d’où proviennent les zéros 
qui les ont remplacées, nous aurons l’équation diffé- 
rentielle | 


du dY 
lo die 7x +B-...(d). 


Pour trouver la nature des fractions différentielles 


d 
SE  . Cart. 4), mettons d'abord l'équation a 


sous la forme 


du | dY | 
TX AT )=B....(0): 


orsque les variables qui‘entrent dans ces fonctions varieront. Une 
onction y d’une seule variable x est donnée en géométrie par 
Ja considération des lignes planes ; au lieu que la fonction variable w 
de deux variables x et y est en géométrie la représentation analy- 
ique des surfaces. 
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Or, il est évident que ne peut être —0, puisque 


du 
dx 
son produit par l'autre facteur est égal È la quantité 


constante et ARE B; de même se ne peut 
; 1 : EE 7 
être —"; car cela ne pourrait avoir lieu que si l'on 


avait 1 — À D = 0......(f), ce qui est impossible 


lorsque , suivant l’hypothèse actuelle, la variation Au 
de la fonction variable w s'opère par le concours des 
variations simultanées AY et AX des variables Y et X ; 
puisque l'équation (f) dérive uniquement de l’équa- 
tion aux différences de la proposée (a), si l’on y con- 
sidérait X comme constante , ce quidonnerait Au—AAY, 
AAA 
d'où orne —0o;et considérant un seul état de 
svandeur de Ÿ , et par conséquent de u, on aurait. 
l'équation différentielle (f°) , laquelle étant le résultat 
d'une hypothèse contraire à celle qui nous a donné” 
l'équation (d) et sa dérivée (e), ne peut exister dans 


le cas actuel (*) ; ainsi # est une quantité finie > o. 
Actuellement, mettant l'équation (d) sous la forme 
+ Em G), 


on voit tout de suite que ne peut être nul, puis- 


. 
que cette fraction différentielle est facteur dans un 


(*) L’équation (f) est la différentielle de celle de la trace de 
la surface exprimée analytiquement par J’équation (a), sur le 
plan des uy, et par conséquent n'appartient qu’à une ligne plane. 
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{ | à dY | 
produit égal à la constante B. De même IX 2e peut 


F. 1 . , f f r 
être — æ puisque, comme nous l'avons démontré Pré- 


détente on ne peut avoir _ — À — 0 dans l'hy- 
pothèse actuelle. | 

‘ AE : NY: 

Il suit de là que les facteurs différentiels TX TX 


4 L e LA L . . 12 . dy 
étant des quantités significatives, comme l'était Le dans 
"a 


l'équation (4) ['art. 47, l'égalité (d) est de même 
nature que celles considérées en algèbre ; maïs pour 
plus de facilité dans le calcul , nous la mettrons sous 
la forme 


di AUY HBAX, , 0 CE). 


Soit actuellement u— AY+BX+CZ+LD...(:), 
X, Y et Z étant des variables simples , ou respective- 
ment des fonctions de x, y et z : supposons 


E—AY+BX, d'où u—#+CZ+D, 


et différentions ces deux dernières équations, ce qui 
nous donnera 


dé AdY LBdX0 et . du de CuZ l'éq. (Le 


Donc, substituant la valeur de d£ donnée par la pre- 
mière équation différentielle, dans la seconde , on aura 


du — AdY + BX + CdZ, 


et ainsi de suite, on trouvera que généralement, ne 
différentielle de 4 somme d'un nombre quelconque 
de Docs var iables, chacune d'elles ne renfermant 
qu une seule variable différente des autres, est égale 
7 la somme des différentielles de ces PUR écrites 
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avec les signes qui leur conviennent après les differen- 
tiations particulières. | 


EXEMPLE. Différentier ay” PRES V/a — 75. 


La différentielle de ay", est mayÿ"dy, celle de 


—3z°dz 
HA est — ue enfin celle de ÿ/a°—2 est Crus =, 
fre a+ a V' a—2° 
bndx 
Donc la différentielle demandée est 7 may" & + — Es 


3z°dz 

2 Va 

18. Soit maintenant un produit variable (*) d’un: 
nombre quelconque de variables simples X, Y, Z... 
ou fonctions respectives des variables simplesx ,y,2 
ce qui nous donnera, en représentant par u ce produit, 
l'équation 

(7 Rennes DE : V9 0 ECM (5 EX 

d’où Zu —lA + /X + IV + /Z L'etc.; 


_et différentiant nous aurons 


d.lu —d.IX+d.IY + d.1Z+etc. (art. 17), 


du dY >: dZ ; 
ou ER où gr + etc. (arts 11%): 


(*) Il est nécessaire dans cette occasion d’ajouter au mot produit 
celui variable; car, comme on le sait, an produit de variables 
peut être constant, et alors si ce produit ne se compose que de fac- 
teurs fonctions de deux variables, il en résulte en géométrie l’ex- 
pression analytique de la loi qui régit les coordonnées d’une ligne 
plane telle, par exemple , que l’hÿperbole rapportée à ses asymp- 
totes. Mais si ce produit est variahle, comme nous le considérons ici, 


il en résulte Pexpression analytique de la loi qui régit les coordonnées 
d’une surface. 


Faisant 


+ dl 
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Faisant disparaître les dénominateurs, et restituant à 


la place de u sa valeur donnée par l'équation (a) ; on 
| à 
aura 


d.u —d.AXYZ.... 
= AYZdX + AXZdY + AXYdZ + etc...(b). 


Donc, /a différentielle du produit deplusieurs variables, 
est égale à la somme des produits de chacune des va- 
riables par le produit de toutes les autres. : 


Soit X—œx, Y —p:y, A—@uz.. .d'où dX—?'xdx, 
dX = @;ydy, d—=9;2dz....., Substituant ces va- 
leurs dans l'équation (b), il vient 


du—d. AQxP:YP:Z. AY. .® Da NE pb 
e,ydy+Apxpy...padzbtetc..... (c}: 


19. Si nous faisons u—AXYZ..., u'—BX'Y'Z"..., 
u’—=CX"Y"Z"...,et ainside suite, X, X”, X"... étant 
des fonctions quelconques dex;, Y, Y’, Y”... des fonc- 
tions Tasane de y; 2, 7, 7". . des fonctions 
quelconques de z...; il est eur que faisant 


he cine + u + etc... :(a), 


U sera une fonction de toutes les variables x ,y ,2...: 
combinées entre elles d’une manière quelconque, que 
nous représenterons généralement par F (x, y,2...). 
Or, l'équation (a) étant différentiée, donne celle 


d.U = du + du'+ du" + etc....(b), art. 171; 


et y substituant les valeurs de du, du’, du". .Léq. (c), 
art. 18 ], on aura 
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aU=dF (x,7,3...)= AD y. dx dr +ADxE,z... d'y dy 
HBp:y932... xt + BPxPa2....9;y | 
+ Cyfss.. f'z + Cfxfaz.….fsy 


LÂdeS y...%,z }ds-etc. 
Br y... puz 
+ Cfxfs: PA ME: 


Mais le coefficient de dx est une fonction quelconque 
des” variables x, y ,2...., que je représente par 


l'équation précédente à la forme générale et plus simple 


VdD— dE Gr Ya TPE; y) 2) 
+F, (x, 3,2...) dy +F3(x,y,3...)dz-etc...(26). 


Mais siy,2z..., au lieu d'être des variables, étaient des 
constantes , alors tous les termes affectés des facteurs 
différentiels dy, dz..... s’évanouiraient, puisque les 
quantités constantes n'étant pas susceptibles de deux 
états de grandeur différens ; n’ont pas de différences, 
et par conséquent de différentielles. Ainsi l'équation (26) 
se réduirait à celle ! 

dead En v,2...))= Mix: v, 220) dr. 10 
Donc le premier terme de la différentielle entière 
de F(x,7y,2...)[équat. (26)] est la différentielle 


de la même fonction , en n’y considérant que x comme 
variable. De même , en prenant toutes les quantités 
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x,ÿ,23..:.comme constantes, excepté successivement 
ÿ,3..., on aura le second membre de l'équation (26) 
qui, respectivement à ces différentes hypothèses , se 
réduira aux second , troisième... termes ; d'où nous 
conclurons que la différentielle complète d’une fonc- 
tion quelconque U d'autant de variables qu’on voudra, 
Æ, Y)Z.... 8e COMPOSE de toutes les différentielles de 
la fonction proposée , en n’y considérant successive 
ment qu'une variable comme telle. Ainsi écrivant en 
avant de la fonction U des variables x, y.2... la 
caractéristique d? pour indiquer qu’on prend sa dif- 
férentielle, en ne considérant Comme variable que x. 
De même, plaçant successivement en avant de la même 
fonction U., les caractéristiques d’,.d?.., pour indiquer 
. Jes différentielles de la proposée ; en n’y considérant 
successivement que y, Z... comme variables , on aura 
l'équation (26) qui se présentera sous la forme 

dU = ŒU + DU + ŒU Hetc....(27). 
Les quantités d’U , d’'U, d’U.... s'appellent les dif- 
férentielles partielles de la proposée. | 


20. Représentant par f*(U}le coëfficientF,(x,y,z...) 
de dx, lorsqu'on n'a différentié la fonction pro- 
posée ÜU que par rapport à x, c’est-à-dire ; faisant - 
d'U — f"(U) dx, et de même faisant d'U—f”(U) dy, 
d'U —f°:(Ü) dz..., l'équation (27) deviendra: 
dU —f"(U) dx + f} (U) dy+ f°(Ù) dz + etc... (28). 

Nous appellerons différentielles partielles effectuées , 
les quantités f* (U) dx , f* (U) dy, f=(U) dz..…. pour 
les distinguer des quantités d®U, d'U, d‘U..\ qui ne. 
sont que les différentielles partielles indiquées. 

ar. Il résulte de tout cé que nous ayons dit précé= 


— 
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demment, que pour différentier une fonction quel- 
conque de plusieurs variables, il faut différentier suc- 
cessivement la fonction donnée par rapport à chacune 
des variables ,.en ne considérant que celle-là comme 
telle, et ensuite écrire avec les signes qu'elles ont après 
la différentiation , toutes les FÉETERAES partielles 
effectuées. | 


22. Soit U = -(a), ? et @ représentant des 


i 


fonctions de puissances positives d’un nombre quel- 
conque de variables , qui. peuvent être les mêmes , ou 
différentes dans l’une et l’autre de ces fonctions, et 
proposons-nous de différentier cette fraction. 


: Mettant l'équation (a) sous la forme U — 9 (g)7!, 
on aura, d'après la règle générale (art.21), 


dU — (g de + ed. (e)"...:(b). 


Mais d.(g)7'—=— (9) dg (art. 8); donc substi- 
tuant cette valeur dans l’équation (b) , et passant des 
exposans négatifs aux positifs, on aura 


BU par 
? (e) 
Enfin, +uisant au même dénominateur , il viendra 


0 (de — de. 
RE M ETS TT . » y) °. " 
Co): (29) 


Donc, règle ca de , pour différentier une fraction 
dont les deux termes sont des fonctions quelconques de 
variables , il faut retrancher du produit du dénomina- 
teur par la différentielle du numérateur , celui du nu- 
mérateur par la differentielle du dénominateur , et 
diviser le tout par le quarré du dénominateur. 


à a 
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23. REMARQUE. On peut, par le moyen de cette der- 
nière règle, faire dépendre les différentiations de tang x 
et de cot x de celles du sinus et cosinus du même arc 


sin x cosxd.sinx—sinxd.cosx 
x; car d.tangx—d. LE 
COS X . COs#x 


cos®xdx + sin “xdx Le “ (12). et 3] 


COST 
, comme nous l'avons LR à l'article 49: 


(art. 22) — 


7 cos?x: 


sin Gi un sin°x : 


_sin°xdx + PAPE «de 
a 7) même résultat que 


He cuoh a Cobmon DER PIRE LAID 2 de 
De même d.cot x—d. Élu SALE 


Ft de l’article 15. 
24. Nous allons dans cet article appliquer les règles 
_ précédentes à quelques Fear 


1°. Différentier Vi —xy — x} VIRE 
Faisant cette formule 20, on aura 
sg hes » VC Lana LaVirxydr 
2 Vi—ay. + Vo ax) 
RU le rl 
et : dÜU—— x V/y—ax dy NE du 
2 Vi—xy NA ET PS € G ar 


donc dU ou 

dVTES VF a = [4 — 72)" + Sax) dy 
LCR seu VO VIS. 
VGx + 4 
VGy+y) 


Faisant cette formule égale à U, on a 


Différentier la fraction 
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AND Grec Pme er, 

d u V6 4 md Viesh TP. — Var + 72 
VO 

_[s@T+y2) (a+ 2 = Haute) pidet (am tas) + ay) dr 


; Van VE 


* 25. Nous n’ayons différentié à l’article 10 que des 
quantités exponentielles du premier genre et du pre- 
mier ordre ; actuellement il nous sera aisé de diffé- 
reñtier les quantités exponetitielles des deux genres et 
de tous les ordres. En effet, soit, 1° U —x”, d’où 
IQ rafts différentiant-cette dernière équation , .il 


Der y Ed); donc 


de Vey+r CAN) (art 23) 


vient —— 


eu 
d'Ù = da) = 97 PE + |. (Bo). 


2°, Soit encore U =— a. Faisons y == z"...(a), 
d'où U— 27. La différentielle de cette dernière équa- 
tion est l'équation (30), et celle de l’équation (a) se 
déduisant immédiatement de la formule (30) est 


dy = zt ee + ldu |...@): 


donc substituant dans l'équation (30) les valeurs de y 
et de dy [éq. ÿ, et (b) |, il viendra 


dx — aa + le (= e kdu) LT r (SU). 


8°, Faisant Rp cette dernière équation x —=a, 
alors la constante a n’ayant pas de différentielle, le 
terme affecté de dx dans l'équation (31) disparait, 
etona 


da — ce z"la (= + lidu).  =.(82); 
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et ainsi de suite ; il est aisé de voir qu'opérant toujours : 
de même, on pourra, par le moyen des différentielles 
déjà obtenues, trouver successivement celles des quan- 
tités exponentielles de tous les ordres. 


CHAPITRE IV. 


Différentiation des équations entre un nom- 
bre quelconque de variables mélées. 


26. Ur fonction de la seule variable x telle que 
Fx, étant égalée à la lettre y , donne l'équation y—Fx, 
dans laquelle les deux variables y et x sont séparées, 
et dont, conséquemment , la différentiation dépend 
Hans: de celle des fonctions d’une seule va- 
riable. Mais les deux variables y et x étant mélées 
d'une manière quelconque dans un polynome égalé à 
zéro, il en résulte une équation mélée 

f(x, y)—=0:. (0), 
dont il est évident que la différence sera nulle; car l’é- 
quation (a) exprimant la relation qui existe entre les 
deux variables y et x, aura encoïe lieu lorsque x va- 
riant, de sa différence Ax, y variera de sa différence 
correspondante Ay ; on aura donc f (x+Ax,y+Ay)=o, 
et de cette dernière AE ReR retranchant celle (a) , il 
viendra 


f (+42, y+4y) —f en ou A.f(x,y)—0...(8)- 
27. Cette dernière équation étant développée, il est 


clair qu’il ne restera que des termes affectés des diffé- 
rences Ay et Ax, puisque devant avoir lieu indépendam- 


\ 
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ment des valeurs de Ax, elle devra encore avoir lieu lors- 
que Az —=0, ce qui donné Aÿ = o ; on aura donc alors 
une équation entre Aÿ et Ax ; d'où tirant la valeur de 
, il viendra une équation de la forme A np (CN) 
+ une fonction de Ax, AY, pie je s’évanouira 
lorsqu'on fera Ar — 0, da où Ay—0o. Donc, en indi- 


dy , A 
‘quant par la substitution de d à , cette circons- 
| dx Ax 
tance-particulière du calcul où les différences des varia- 


bles s’évanouissent simultanément , il ne restera que 
ie A NY : 208 NUE 

équation 2 = @ (x, y) qui est la vraie équation 
différentielle de la proposée ;'et qui, conséquemment, 
ne faisant que se présenter! sous une forme différente 
de ce qu'elle serait si l'équation proposée avait été 
séparée avant la différentiation, c’est-à-dire, avait été 
résolue par rapport à l’une des deux variables, peut 
toujours sé ramener à cette dernière forme en substi- 
tuant dans le second membre de la différentielle de 
l'équation mêlée , la valeur de l’une des deux variables 
en fonction de l’autre, et déduite par la résolution al- 
gébrique de la proposée. | 

Par exemple, soit l'équation ÿ*—92axy+bx—0 dont 

la différentielle est ydy — axdy — aydx+bxdx =, 

, \ dy dans ur bx 
dx y—ax 
Téquation proposée , on l’avait séparée en la résolvant 
par rapport à l'une des deux variables, par exemple, 


....(a). Si avant de différentier 


par rapport à y, ce qui donne y=axr tx V’a—b, 
on auïait eu après la différentiation, l'équation. . 1 


de —_ 9 + Va—v a — b qui est identique avec celle (a) ; 


gax si dans cette équation (a), on substitue.la valeur 
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dey[=zx(ax Væ—b})],on AU nie a 
d dEaVa—b—b  .. | 

D — La otre: , et divisant les deux termes 
de” ga dE ut | 

de Ja fraction par le dénominateur , il vient..... 
dy 2 en dent ca 
D — a+ Wa—b, même valeur que celle trouvée 


précédemment, et qui nous apprend que dans cet 
exemple le rapport desdifférentielles des deux variables 
est constant, 

28. Il est à propos d'observer que la fraction 
we après la différentiation d’une équation d'un degré 
_ quelconque entre deux variables , est susceptible d’au- 
tant de valeurs successives en fonctions de l’une des 
deux variables, qu'il.y a d'unités dans le plus haut ex- 
posant de l’autre variable dans la proposée , puisque 
cette dernière équation étant résolue par rapport à la 
variable que l’on veut éliminer dans l'équation diffé- 
rentielle , a un nombre de racines déterminé par celui 
des unités de son plus haut exposant, et chaque facteur 
élémentaire étant différentié, donne une valeur de 


dy 


Des qui est différente de toutes les autres. 


Soit, par exemple, l'équation y?— ax° + b —0 


dont la différentielle est 2ydy — 3ax°dx — 0, d'où 


d Sat? mn 4 à 
= Or , il est clair que l’on doit avoir deux 
LL 0V 


SN ati . d Ca 
valeurs successives et différentes dé as en fonctions 
Es 110 dx 
de x, et trois valeurs successives de la même frac- 
tion différentielle en fonctions de y; car la proposée 


étant résolue par rapport à y, donne y = HE V/ax—D ; 
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. LA e . . d . 
et différentiant, il vient Te + Fais 
dx 2 V'ax— b 


l'équation proposée étant résolue par rapport à x, 


| 3 
| à - ù 2+ b 
donne les trois équations élémentaires x=— VF 
| a 


1 
+ 4/— D 
et L—= — JE PéEz $ lesquelles étant : 


_ différentiées, produisent respectivement les trois équa- 
tions différentielles 


. Mais 


D Se TN 1 3 É 
ML: Sa RDS dre PERS 
dx 2y dx 1 (IE S)yA 
Au reste, on aurait trouvé les deux valeurs succes- 


e d . . <- 
sives de . en fonction de x seule; et les trois valeurs 


successives de la même fonction différentielle en fonc- 
tions de y seule , si l'on avait dans le premier cas subs- 


dy ETS ui les 
2 


titué successivement dans l'équation . 


deux valeurs de y en x, et si l’on avait dans le second 
cas substitué successivement à la place de x, ses trois 
valeurs successives en fonetions de y. 


29. On peut toujours, après ävoir différentié une 
équation entre deux variables, rendre l'expression de 
d : 1 Q , 

Fe indépendante d’une constante qui affecte l’un des 
termes variables, puisque par le moyen de l’équation 
proposée et de sa différentielle, on peut éliminer la 
constante en question. Il est vrai que par cette opé- 
ration on reproduit la quantité constante isolée que la 
différentiation avait fait disparaître. Mais, outre que 
Ja proposée peut avoir tous ses termes variables, ce 
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qui, paï l'opération indiquée précédemment, ne fait 
qu ôter une constante sans en reproduire de nouvelles ; 
cest qu'encore il peut être CR EL =vanteseus 
d’avoir dans l'expression de æ, la constante isolée de 
la proposée , plutôt que celle qui est facteur dans l'un 
des termes variables. 

Cependant on doit bien faire attention qu'il ne faut 
pas regarder l'équation résultante par cette élimination, 
comme l'équation différentielle de la proposée ; car en 
faisant disparaître les dénominateurs , les différens 
termes de l’équation résultante de l'élimination , s’af- 
fectent de nouvelles fonctions variables , ét par consé- 
quent la somme des termes affectés de dy , n'est plus la 
différentielle partielle de: l'équation proposée, en ne 
considérant d’abord que y comme variable. De même, 
la somme des termes affectés de dx n’est plus la difFéL 
rentielle partielle de la proposée , en ne considérant que 
x comme variable. 


Par exemple, soit l'équation yx HE b—0 
dont la eo est Cx—ay")ydx+(&—5ay")xdy 


À __ (ay* —2X) y Dasgu 
0 0 où Ÿ TGS )e Mais Fe MAHDE pro 


b 
posée on tire = et substituant cette valeur de 


sy LA Aer eu 8 
a dans celle de P il vient DE ee à ce qui 
ne donne plus la différentielle de la proposée, mais 


un rapport de dy à dx'indépendant de la constante a, 


Au reste, on pourrait obtenir le rapport des deuxdif- 
férentielles ‘des variables indépendant d’une constante, 
qui serait facteur d’un terme variable, en prenant dans 
l'équation proposée la valeur de cette constante, et 
différentiant l'équation sous cette forme. Ainsi, dans 
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l'exemple précédent, prenant la valeur de a, ce qui 
TL 1 . 
donne a — — — ——, et différentiant, on aura... 
Æ 


dx —2xd bydx — 
D 0 AR ed 0 Le EU Te 
% Las 
dy _ y + by 


toutes réductions faites, l'équation -Zz —— 271 7, 
où DEF dx. 2YLŸ — 3bx 
comme précédemment. 5 


80. Dans les équations à trois ou un plus grand 
- nombre de variables, il est clair que la séparation ne 
peut se faire entièrement, et tout ce qu’on peut obtenir 
par la résolution des équations littérales, c’est d'isoler 
l'une des variables dans le p'emier membre ; cependant, 
pour abréger , nous appellerons équation séparée, 
celle Y#—=9® (x, 2...) pour la distinguer de la mêlée 
P(xT,y,2.:.)—o. Or, il est évident que si l’on dif- 
férentie l'équation mêlée, et qu’on y substitue la valeur 
de ÿ déduite de la proposée, on aura la même équa- 
tion différentielle que si l'on avait différentié l'équation 
séparée. | 
On pourraitencore éliminer, comme dans la diffé- 
rentiation des équations à deux variables , une constante 
qui serait facteur dans un terme variable , et on aurait 
une équation différentielle qui s’obtiendrait également 
en prenant dans la proposée la valeur de la constante en 
question, et différentiant l’équation sous cette forme 


81. On simplifie très-souvent les différentielles des 
équations mélées , en les traduisant en logarithmiques, 
et les différentiant dans cet état, ce qui fait disparaître 
les radicaux , lorsque la proposée se compose de deux : 
polynomes affectés de radicaux différens; et enfin toutes 
les fois que la proposée se présentera sous la forme 


Ve (x, y, AN) Em V9 (TL, Vito] 
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En effet, passant aux logarithmes, on a 


1 1 
| le (x,y,2...)= > 1 (x,y,2...), 
«at différentiant, il vient l'équation différentielle 


d.p(x,y,2z.. )_d:9"Cx, Vies) 
mo (T,#321.). ng(x, J 5%. .) 
qui n’a point de radicaux. 
Gp 2 RER 

EXEMPLE. Différentier l'équation Y/x— by* 

5 10 Ho Tic 
= Y/ax — y. 

Traduisant l'équation proposée en logarithmique, il 
vient 3 /(x— by") —+5/(ax—y), et différentiant, 
on 4 pres: 

dx —obydy _ 3ax°dx — dy | 
B(x—by)  5(ax—y) ‘| nor k 


chassant les dénominateurs et réduisant, il vient 
(gaby°x°— 4ax°—5y) dx = (1oabyx— 7by"—3x) dy: 


Si l'on avait différentié directement l'équation proposée, 


dx—2bydy ri 3ax*dx—dy 


on aurait eu celle —— = — qui 
SVG 5 Var) 
est encore embarrassée de radicaux, mais que cepen- 
pendant on aurait pu faire disparaître en divisant cette 
dernière équation pour la proposée , ce qui aurait donné 
l'équation (a). En effet , cétte double opération n'est 
évidemment qu'une différentiation logarithmique. 


32. REMARQUE. Les différentiations par les loga- 
rithmes seraient insuflisantes pour la disparition des 
quantités radicales dans l'équation différentielle, si, 
outre les deux polynomes variables affectés chacun d’un 
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radical quelconque, il y avait d’autres termes variables 
rationnels, ou irrationnels et même constans; ear alors 
on ne pourrait plus transformer l’un des deux membres 
en logarithme d’une quantité rationnelle, 


A. L matA 
Soit par exemple, l'équation Vyr = Vxy + p 


qui , en passant aux logarithmes donne 


SAN 
sexy [( Vx'y +p), 
ainsi la différentielle du second membre serait affectée 
de radicaux. 


Ce serait raisonner faux que de dire dans cette cir- 
constance que p étant une, constante , la différentielle 


3: 5 
de la proposée est la même que celle de Vyx— V'xy, 
et que conséquemment on peut différentier cette for- 
mule par les logarithmes suivant les méthodes de l’ar- 
ticle précédent, car la différentielle logarithmique de 


EYIEPERR FN 
a 3 
LR A nt , au lieu que 
Vay  V(xYy)+p 
la différentielle logarithmique de l'équation sans sa 


constante , a le dénominateur du second membre trop 
petit de la constante p. 


53. On peut, par le moyen des différentielles loga- 
rithmiques , développer d'une manière très-commode 
une puissance quelconque d’un polynome donné. En 
effet, soit proposé de développer la puissance 7 du 
polynome a+ b+c+d+et+t+f......, les lettres 
a, b,c..... représentant des quantités quelconques 
constantes ou variables. 

Multiplions les termes a, b,c,d,e,f....du po- 
lynome propesé par les termes respectifs de la suite 


la proposée est 
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x, æ', xt, x, x, x$,..., ce qui donnera à dévelop- 
per la formule 


(a + bx Hcx° + dxf + exf + fx5,...)"... (a), 
dont le développement sera celui du polynome proposé 
en y faisant x — 1. 

Egalant la formule (a) à la suite A4Bx4Cxr°+Dx 
+Exf+Fxÿ-tetc., dans laquelle À, B, C.... sont des 
coefficiens indéterminés , et prenant les différentielles 
logarithmiques des deux membres, on a | 

n (b+ ocx + 3dx° + 4ex + Efri + etc.) 
a + bx + cx° + daÿ + ext + fxi etc. 

__B + 2Cx + 3Dx* + 3Ex° + 5Fxzf—etc., 

7 A+Bx+Cr+ Dai Ext H Fa etc." 
Faisant disparaître les dénominateurs, et égalant les 
coefficiens des mêmes puissances de x, puisque cette 
dernière équation doit avoir lieu indépendamment des 
valeurs de x, on pourra déterminer les valeurs de 
B,C, D.... en fonctions de À, a, b,c.... Quant 
à la valeur de À, on trouvera aisément qu'elle est a” ; 
‘car l'équation (a + bx...}"— A + Br.... devant 
avoir lieu pour toutes les valeurs de x , elle aura encore 
lieu lorsque x —0 , ce qui réduit l'équation précédente 
MAS 0" 

C’est ainsi qu'ayant les valeurs des coefficiens A, 
B,C.... en fonctions de ceux du polynome proposé, 
on obtiendra le développement demandé , en faisant 
dans le résultat x = 1. | 

J'ai démontré par des procédés purement algébriques, 
cette méthode dans mes Mélanges mathématiques (*), 


(*) Cet ouvrage principalement destiné à l’usage des Élèves qui 
suivent mes Cours au Lycée Impérial, se trouve chez moi, rue 
Saint-Jacques, n° 121 , et chez CourciEr , imprimeur-libraire pour 
les Mathématiques , quai des Augustins, no 57. 
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afin qu'on püût l’enseigner aux commencçans , et j'ai 


même déterminé la loi qui règne entre les coefliciens 
ABC TES 


34. On peut de même trouver par le moyen des dif- 
férentiations , partie logarithmiques , partie naturelles, 
le logarithme d'un polynome quelconque. En effet, 
soit a+b+tc+d...... le polynome proposé, 
a,b ,c.... étant, comme dans l’article précédent, des 
quantités quelconques constantes ou variables. Écrivons 
ce polynome comme il suit a+ bx+cx?+dx+Letc., 
en nous réservant de faire x — 1 dans le résultat, et 
faisons 


1(a+bx + cx' + dx$ + ext + etc.) 
= À H Br + Cr + Dr + Ext + etc... (a), 


A ,B,C... étant des coefficiens indéterminés. 


Différentiant les deux membres de l’équation précé= 
dente , il vient 
b+ocx+4-3dx+44ex+Letc : ont 
A El I AP cet C. (UN 
a+bx+cx+4dx+ext rene 4 RES En 1 D SCT (0) 
Chassant le dénominateur , et passant tous les termes 
dans le second membre en ordonnant par rapport à 


æ,il vient 
Ba + 29Ca]x + 3Da) x° + 4Ea\x° 4- etc. 
Ven" p 6e — 5d — 4e — etc. 


= 4 OR (OCHÉCA PSS Ed 
 Bc + 2Cc —- etc. 
— Bd —- etc. 


Cette équation devant avoir lieu indépendamment des 


valeurs de x, il faut égaler tous les coefliciens à zéro, 
ce 
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. ce qui donne les équations 


te De PU UN Dante paiot 
a - 24? 8a: 


E=— 4aÿe— Aa°bd + 4ab?c — 20°c° — bf 
= Tai 

Quant à la valeur de A, on l’aura aisément en faisant 

æ —0 dans la formule (a) , ce qui donne A—/a ; donc 


etc. 


L (a+b-e-d-ete.) = la +2 + mir es 


3 2 2, 2 2 
4 dede RE GA e at nt AE 
N Vs. à 
La loi qui règne entre tous les termes de cette suite 
 s’apperçoit mieux lorsque l’on conserve les lettres B, 
C,D,.. ce qui donne le système d’équations 
Br £ 
__2c—-Bb 
Hood 
Dames Be Fi 
RE 5a | (54), 
. ___4e— 3Db — 2Cc — Bd 


4e pet ef 
__ 5f— 4Eb—53Dc— 9Cd — Be 
= —— —— 

etc. 


EF 


“ 


3e e. Fr C2 a e 
qu'il est aisé de pousser aussi loin qu’on le desirera. 


Faisanta—b=c—= d.,... = 1, la formule (33) 
donne le logarithme népérien d’un nombre quelconque. 
On trouvera, par exemple, que le logarithme naturel 


4 


# 
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de 3 ct 1Hi—$Hi Hit etc. — 1,08; mais 


ceite méthode n’est pas Eee car elle emploie 
une suite trop peu convergente. 


CHAPITRE V. 


Des differentiations successives ; du théorème 
de Taylor et de quelques-unes de ses appli- 
calions aux développemens des séries , et 
aux transformations. 


07. IN ge avons vu à l'article 3 que y étant égal 
à fx, et y ce que devient y ou fx lorsqu'on met 
dans cette dernière fonction x + Ax à la place de x, 
.- on avait l'équation par série , 


Y=fr+fract fr HP 
+ fe EE Céquat. (1)], 


dans laquelle chaque fonction de x dérive de celle 
qui la précède immédiatement, de la même manière 
que f’x dérive de la fonction TS de x représentée 


Carr Or" = SC éx. (4), art. 471, donc 


Fi 
d.f">#. See 


Ï e N L] L2 e . 
aussi fx = —— — expression qui indique 
ussi f JE Te expression q qu 


le rapport de la différentielle de la fonction f’x, 


cm { 
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; ? dy \ rt à by id 4 fl 
représentée par, à la différentielle dx de la variable. 


dy 


Mais pour exprimer que la différentielle de da doit être 


* 


prise suivant des variations uniformes de x et variables 
2 
de y, on écrit 4. Ÿ. sous la forme 2 0) ce CS 
comme si dy représentait une variablé et dx une 
constante. Cette notation est extrêmement commode, 
et rappelle d’une manière bien simple quelles sont les 
variables qui varient uniformément , et celles dont la 
variation n’est pas uniforme (voyez la note I1). Sil’on 
avait xs ety—fx, alors Z variant uniformément, 
x et à plus forte raison y, ne varieraient pas unifor- 
mément , et on indiquerait cette circonstance dans la. 


forme de d. g , en différentiant dy. comme, si le nu- 


dx 
mérateur et le dénominateur étaient deux variables 
dy __ dxddy— dyddx 
dec 2jso mu Re à 
Nous examinerons avec plus de détails ces cas-là à 
l'article 42. 


(art. 22), ce qui donnerait d. 


Revenons pour le moment à l'hypothèse que x varie 
uniformément , ce qui nous donne, comme nous l'avons 


; d À 
vu ci-dessus, f"x = ee , et puisque fx se déduit de 
: f XL 
x , comme cette dernière fonction se déduisait de 
F1 ui À 
D EY 
de, Le 
* cellé fx, on aura fx ti # ES: de même 
1 “4 dx di? 


(*) Nous nous servirons, par rapport aux différentielles, de la 
même notation que pour les différences (art. 1et2}), en mettant 
la lettre 4 à la place de celle À. 
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_ dy. d° 
fNa=X MP LE : et enfin généralement... 


Les notations dy, ddy, dy....d"y qui indiquent 
qu'on différentie successivement une fois, deux fois, 
trois fois....n fois Ja fraction variable représentée 
par y; nr TR AN re les différentielles 
première, seconde, troisième. .. .ni‘"* de cette fonction 
variable. 


86. Lorsque la fonction d’une variable qu’on dif- 
férentie ne se compose que de puissances entières et 
positives de cette variable, il est clair que la différen- 
tielle de l’ordre marquée par le plus haut exposant de 
la variable dans la fraction donnée , sera constante, 
puisqu'à chaque différentiation, cet exposant diminue 
d’une unité, et que conséquemment il devient zéro 
lorsqu'on a “différentié.la formule autant de fois qu il 
y a d'unités dans le degré de la fonction variable : ainsi 
généralement, silona 


y=AX" + Brit Cam, Pr+Q....(a), 
on aura 


dy 
dx” x" 


g 
dx’ 


Il est aisé de voir que la constante , valeur de 


pars: qf ® A 


— constante , et par conséquent d. 


d'y, est. Am (m—1)(m—a)......2.1, et que 


dx" 

dm (Ax® + Bat. ..+ Pr + Q)=— d". Az", puis- 
que dans les m AiéreNÉStoNS successives , les m 
coefliciens Q, P..,...C, B disparaissent successi- 
vement, 
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37. Mais si la fonction d’une variable qu’on veut 
différentier successivement, a quelqu'un de ses termes 
affecté de la variable élevée à une puissance négative, 
ou fractionnaire , où imaginaire, il est clair qu'on ne 
pourra jamais parvenir à un ordre. de différentielle qui 
soit constante , puisque retranchant successivement de 
J'exposant de la Ÿariable élevée à une puissance né- 
gative , ou fractionnaire, les nombres 1,2, 8..., 
_ainsi que l'exige la différentiation successive, on ne 
pourra jamais parvenir à un exposant nul. 


Quant aux fonctions transcendantes d’une: variable, 
il est clair qu'on ne pourra jamais, quel que soit le 
nombre de différentiations successives qu'on opérera, 
parvenir à une différentielle constante , puisque chaque 
différentiation reproduit une quantité transcendante, 
lorsqu'il s'agit de fonctions exponentielles ou de fonc- 
tions de lignes trigonométriques et d’arcs de cercles, 
et que dans les différentielles logarithmiques , il y a 
toujours quelques termes affectés de la variable avec 
un exposant négatif. 


APPLICATIONS I. Trouver la differentielle du troi- 
sième ordre de Va —%, 
Faisant cette formule égale à y, et différentiant, ona 


dy | ai” LS 


Différentiant cette dernière équation, il vient 


FANS D'ARCE 8 
= (a) AE (gi re 2) Se 


enfin, par une troisième différentiation, on a. 


dy —30x, 


dé y{e—=2) 


> 


54 CALCULS DIFFÉRENTIEL 

IT. Trouver la différentielle du n"* ordre de La 
quantité exponentielle a*. 

Représentant par y la quantité proposée et différen- 


tiant une première fois , on a ER a”la ; une seconde 


dd Le 
‘différentiation donne 3 _. — a? (la); une troisième 


Êy | 
donne a? (la) ; enfin généralement, ona 


de | 
_ deg 
; de nn «a (la)" ER* 5). 


HIT. Trouver la différentielle de l’ordren de Ix. 


Range "os ARE: ds C'éq. (10) , art. 11; 


Hs © 
1219 MX IEC RE PET à AE 
AR TA VE | (Ermpdrita 
mr 15. SEE Fe & Pub A - Enfin généralement on aura 
PARA er 
re AU SA AE A QU) | 
PE ee DNS CES PSE PRE RSR RES 


le signe positif. lorsque x est un nombre impair ,-de 
signe négatif si n est un nombre Dar. . 


IV. Trouver la différentielle du née ordre de 


Sin X. 


Soit y — sinx, d'où dy —cos xdx, et différen- 
tiant Successivement , il ‘vient ddy — — sin xdx*?, 
dy = — cos xdaÿ, d'y — sin xdxt, dy — cos xdx*; 
enfin généralement 
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cos æ LD, QiIdS 7; ce 
d'sinx “sin x \2,6,10,14,18:.. 
dx" S—cosx No RS STi11410010.:. ; (67). 
° sinxŸ. | LE 


V: Trouver la différentielle du nie ordre de 


COS X: ’ 


Faisant ÿ — cos x, et differentiant successivément 


cette équation, on a dy ——sin xdx, ddy—— cosxdr", 
dy=sin xdx°, diy — cos xdxt, dy — — sin rdx, et 
ainsi de suite , on trouvera généralément 
—sin x à LD QI NCRT. 2 ou 
d'.cosx Î—cosx Ch 6,10,14,18.. 
_ = ot | Iborsmmeres (38) 
dx sin æ A RU: 
cos x \. 4,8,12,10,20... | 


REMARQUE. Ayant successivement différentié plu- 
sieurs fois tang x, nous n’avons pas trouvé la loë qui 
règne entre ses différentielles successives ; et les mêmes 
“difficultés devant avoir lieu pour la cotangente d’un are 
variable , nous ne nous en sommes pas occupé. Nous 
ne nous arrêterons pas non plus à calculer les différen- 
tielles successives des sécante ét cosécante d’un arc 
variable ; nous laisserons ce soin à nos lecteurs, qui 
feront bien de s'exercer à ces sortes de calculs. Quant 
aux différentiellés successives dé sin-ver x , il est évi- 
dent quelles sont les mêmes que cote de cos x 
L équat. (38) ] prises avec un signe contraire , puisque 
d.sin-ver x—— d.cos x. 


38. Substituant dans la formule (1) répétée à l'art. 35, 
dy ddy dy 


les valeurs , TRUE — 7... des quantités réspectives 
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Fo ef, 2 + Cart. 35), et à la place de fx met- 
tant le Dole y qui représente cette fonction , on aura 
la formule L 

ddyAx? , d'y Ax 


’ RER 
dk ou f(x+Ax)=y+ OT Le TI où 5 grec... 9) 


connue sous le nom de Théorème de Taylor, parce 
que c'estce Géomètre anglais qui l’a donnée le premier. 
Cette formule est de la plus grande utilité pour deve- 
lopper des séries , opérer des transformations, interpo- 

“ler des tables , ainsi que nous allons le faire voir dans les 
exemples suivans, que nous avons choisis de manière à 
pouvoir eux-mêmes conduire à des résultats utiles dans 
différentes parties des sciences exactes. 


I. Transformer l'équation générale 

2 he AMI LE Bar Car L'etc —0...(a), 
en une autre sans second terme. 

On sait que pour opérer une telle transformation, 
« e ! AE 4 A 
il faut substituer dans la proposée la quantité x TE 
à la place de x , ainsi que l'enseigne l’Algèbre ; nous 

AN FI ESIR ; 

aurons donc dans ce cas-ci Ax = =— 3 ainsi repré- 
sentant par y le polynome (a), et par y” ce qu'il de- 
0 Fa À, 
vient lorsqu'on y a substitué x À la place de x, 
on aura d’abord par les différentiations successives de 
l'équation à 

J=LT HART LR TTL Cr Dart-f-Letc., 


des équations différentielles suivantes 


ET AUX DIFFÉRENCES. 57 


D = Mami L(m—i) Az + (m—o) Bars 


+ (m8) CE etes | { 
Im Cm—1 )axt2L(m—1)(m—2) Axm—s 
+ (m—s2)(m—3)Bx"-f+ etc. 
d 


= m (m — 1)(m— 9) ms 
+(m—1)(m—2)(m—5) Ax"T4t+ etc. 
Per Çm—1) (m—2)(m—5) x" {+ etc. 
Substituant ces valeurs des coefliciens différentiels à 


ainsi que celle de Ax = — = dans la formule (39), on 


a ,«toutes réductions faites, 


" cu om “na [5 ns tea ou 


27 
+ [c+ = (De NT 


(m—3)A /(m—1)(m—o2) AS 
Die m ( 2.4.m° 

(m— 2) AB 

Re RE 


mo c)] x L'etc....(40), ? 


formule que l’on pourrait aisément prolonger, et qui, 
telle que nous la donnons ici, est très-commode pour 
réduire les équations du troisième et quatrième degré 
qui ont leur second terme, à l’état où elles doivent se 
trouver afin d’être SONDE des méthodes ordinaires 
de solutions. En effet, soit rm—3 , ce qui réduit l'équa- 
tion (a) à celle 


x° + Axt EL Br LC—=o, 
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et sa transformée (40) à celle \ 


m+[B— HA ]x+C—rA(IA = B)=0o, 


qui est identique avec celle 115 de mon A/gèbre 
(S 183). 
En faisant m— 4, la transformée sans second terme 


éd D 


de l'équation r Î 
af + Aa + Br L Cr + D—o 
sera , toutes réductions faites, 


it [B—3A1]x +TC—LA(IA—B)}x 
+ D—1A(ZA—:AB+C)—o. 


IT. Soit y —/x et Ar = ÆE a. Les différentiations 
successives de la première de ces deux équations 
donnent les valeurs des coelliciens différentiels trouvés 
à l'article 37 (appt. III), ef substituant ces valeurs, 
ainsi que celle de Ax dans la formule (39), on aura 
a ai 


€ 
au Sr Ci 


LT 
loul(xEa)= x ee — 
y 'ou/{(x Ea) Fi “ 


ce qu'on a déjà trouvé en algèbre en mettant dans la 


formule (70) de mon 4/vèbre , + = à la place de y. 


IIT.'Soit y—sinx et Az —#Ea, on aura, en 
substituant cette dernière valeur de Ax , ainsi que celles 


Py 
a, 2 ; etc. ( équat. du 


groupe 57 ) dans la formule (30), 


des coefliciens différentiels 


a? sin x 


4 + a)— sin x + a 
Y'ousn(x Ea)=snxta cos x k 


rc 


ra cüs x . af cos x ; 
DT Ven te romitt  IOTC MUA1 Ÿ. 
ENS a 210.4 Gn) 


i# 
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On trouvera par le mème procédé que 


ÿ LA = 
| : a cos x 
cos (mi a) vos ANR ee rer 
&sinx , af cos x 
EE + ——— Tetc...(42). 
2.3 AIDANT (42) 


Ces deux dernières formules sont très-utiles-pour 
interpoler les tables des sinus, d'autant que a étant pris 
plus petit qu’une minute de degré , on pourra se con- 
tenter des trois premiers termes , et on auræavec une 
approximation très-suffisante , , 


+ 


sin (x+a) = sin x Ke +) + a in ar .. (43), 
| cos (t+a) — cos x CC —T) — atang x |. NOTA 


Si l’on faitx—o dans les formules ( 41} et (42) ,« 
il viendra | 


: a a 
SN AZ A — ——> — — eIC, 
SIENNE SAIS 
t aies de t 
e COS A == 1 = — 2 —à#— — etc. , - 
a ae À TAN EAU 


formules déjà connues et démontrées, d’une manière. 
très - simple et très- rigoureuse, dans Îles Æ/émens 
de Géométrie de Legendre, page 353, quatrième 
Edition. | | 

Mr. Soit y—arc(sin=—x), d'où x—sin y. Diffé- 
rentiant successivement la première de ces deux équa- 
tions ; on a les équations différentielles 


dy TER DUT 
dr "COS YA VU des 
ddy RU UMENY 2x? + 1 
dé — QE RS HUF ri 


} 
4 
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Cela posé , faisant Ax — + a, la formule (39) don- 
nera M 


y’ ou arc Cin=x+ta]=are(sin=x) + . 
: Gi) 
+ SR ENTER + © A So CR + etc... . (45). 
ee 2.3 (1—x°)° 


Cette équation sert à trouver avec telle approximation 
qu'on le desire, l'arc dont le sinus est donne. On peut 
même avoir une très-grande approximation en ne pre 
nant que les deux premiers termes de la série affectés 
de a, puisque cette dernière quantité est plus petite 
que la différence de deux sinus consécutifs pris dans 
les Tables , et que cette différence est elle-même fort 
petite lorsque les arcs sont suffisamment grands. Ainsi, 
représentant par « l'arc dont le sinus x, pris dans les 
tables , est le plus voisin possible du proposé x +Æa, on 
aura avec une très-grande approximation l'arc de- 
-mandé , en ajoutant au donné dont le sinus est x , la 
quantité 

Li 


miss = cos 4 Hatang «) X63°,661977 (*)...(46). 


2 co 


Si l’on fait x—o dans la formule (45), et si l'on 
prend les signes supériéurs , on aura 


arc (sin — a)=e+ + SE + etc., * 


ce qui se démontre dans tous les livres de'T'rigonométrie. 


(*) Ce nombre est la valeur graduelle de l’are de la circonférence 
du cercle, qui est sensiblement égal en longueur absolue au rayon 
du cercle, 
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x 


CHAPITRE VI 


Des différentielles successives des fonctions 
& _de plusieurs vartables. 


39. So1r l'équation £—zxy , dans laquelle nous 
supposerons d'abord que x varie uniformément. La 
différentielle du premier ordre de cette équation est 


 dé=xdy + ydx (art. 18), d'où = ail + y, et 


d dx 
prenant la différentielle de cette dernière équation, on a 
dé __ y, dy dy La ++ 
dT = dx. + xd. + dy = dy + xd. 


mais à cause que : et y.ne varient pas uniformément, 
et que cependant ces variables varient suivant des va- 
riations constantes de x, nous indiquerons cette cir- 
constance du calcul, en ne différentiant les fractions 


d£ dd qi 
7 et - que par rapport à d£ et dy , comme si ces 


différentielles représentaient des variables, et que dx 
ne représentât qu’une quantité constante ; On aura donc 


. xddy j : x: ; 
= — 5d Dale fe sant disparaître les déno- 
HE y +- Ji > ou faisant disp 
minateurs, On aura | 

ddë — 2dydx + xddy . (47); 
même résultat que si nous avions différentié directe- 


ment l'équation d: — xdy + ydx, en ne considérant 
comme variables dans cette équation que d£,x, y 
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et dy , Ce qui donne, comme précédemment, 


dd£ — drdy + xddy + dydx — 2dxdy + xddy. 


4o. La forme de l'équation (47), ainsi que de toutes 
celles où les différentielles des variables se trouvent 
affecter tous les termes, sans avoir pour dénomina- 
teur des différentielles du même ordre où du même 
degré (*),'ne présente qu'une égalité insignifi®fite ; 
car que signifient les équations dy = f’xdx, ddÿ = 
=f"xdzx, et autres équations semblables, lorsque dy 
et dx ne représentent respectivement que Ay et Az, 
s'évanouissant spontanément par la supposition de 
Ax = 0 ? Ces équations présentent la même idée vague 
que celles a —u°— aa (a—a) ,ou o— 24.0; au lieu 
que dégageant dans les équations différentielles les 
coefficiens significatifs fx, fx... des différentielles 
qui les multiplient , par voie division indiquée , ces 
équations qui deviennent alors Ÿ CR D —f De 
présentent à l'esprit une se nette et rigoureusement 
vraie ; c'est-à-dire, le quotient de deux quantités 
qui ont été en même térpe absorbées par l'évanouisse- 
ment d’un facteur commun; de même que l'équation 
insignifiante a°— a —9a(a—a) ou o —2a.0;pré- 
sente une vérité rigoureuse lorsqu'on la met sous la 


» 


(*) Il est essentiel de distinguer l’ordre d’une différentielle d’avec 
le degré de la différentielle ; car la première de ces deux choses 
indique la quantité de différentiations successives qu’éprouve une 
variable, et la secoude indique seulement la puissance de Ja diffc- 
rentielle. Ainsi, d"y est une différentielle de l’ordre n , et dy” est 
la nieme Vuissance de la différentielle du premier ordre dy ; elle 
pourrait s’écrire sous la forme ( dy }". 

Nous regarderons comme homogènes deux différentielles qui 
s’équivaudront par leurs ordres où par leurs degrés ; telles sont 
les difiérenticlles dry et dx” ; dr-rydxr et d-Pxdyr. 


ET AUX DIFFÉRENCES. 63 


a — À ; a — 0° 
Forme = 9G OU S— 24 ; car g où 
A — 
a+a)a(i—1 a +a)a Ho 
Was )aCir re srr: ip) ) exprime dans 
RER APTE a 


ce cas-ci , le rapport des deux quantités a (a+ a) 
et a, lesquelles, sous leurs premières formes , étaient 


absorbées en même temps par le facteur commun 1—1. 


Ainsi nous devrions , pour ne jamais mettre sous les 
yeux du lecteur que des équations signifiantes , placer 
comme diviseur d’une différentielle d’un ordre ou degré 
quelconque , une autre différentielle équivalente , soit 
par l'ordre , soit par le degré ; ce qui peut toujours 
se faire en divisant par les différentielles qui affectent 
certains termes significatifs, ou en divisant tous les 
termes de l’équation par une même différentielle con- 
venable , ce à quoi l’on serait obligé dans certains cas. 


d; 

2dy Es trouvée 
dx — + ï 
dans l’article précédent , devrait être Bite par dx, 
É \9 xdd 
Ts US De + Re rat , dans 
laquelle chaque fraction Re représente un 
rapport significatif. Mais il n'aurait pas fallu diviser 
l'équation mentionnée précédemment pañdy ; car cette 


AUDE æddy 
er 2 + A qui renferme 


2 


Par exemple , l’équation 


ce qui donnerait l'équation — 


division aurait donné 


dans chaque terme différentiel des dénominateurs pro- 
duits de deux différentielles. 


Aïnsi , nous le répétons, les équations différentielles 
ne devraient jamais se présenter qu'avec des coefhiciens 
différentiels dont le numérateur et le dénominateur se- 
raient homogènes. Mais à cause , 1° que les calculs que 
l'on opérerait sur ces équations, mèneraient exacte 
ment aux mêmes résultats qu’en opérant après avoir 


# 
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chassé les dénominateurs ; 2° que sous cette dernière 
forme des équations différentielles , les calculs Sont plus 
simples ; 3° et qu'enfin on pourra toujours ramener, lors- 
qu’onle voudra, les équations résultantes aux formescon- 
venables pour qu'elles ne présentent que des rapports de 
quantités signifcatives variables ou constantes, nous 
prévenons qu’à l'avenir nous ne considérerons presque 
toujours dans les différentiations successives, les équa- 
tions différentielles, que sous la forme où ne se trouvent. 
plus de dénominateurs différentiels, et que suivant que 
telle variable variera uniformément , ou par des chan- 
gemens qui varieront eux-mêmes, nous la considérerons 
comme constante ou variable. Ainsi nous dirons , säns 
autre préambule , que dx est variable, si fx varie sui 
vant des accroissemens ou diminutions de x qui ne sont 
pas uniformes , ce qui arrivera si æ est fonction d’une 
variable z. De même , y représentant, par exemple, 
une fonction de x, nous dirons que les différentielles 
dy, dy, d’y.... sont variables, tant qu'il se trouvera 
dans les valeurs de ces différentielles des termes af- 
fectés de li variable x. Mais si l’on parvient paŸ des 
différentiations successives à une valeur de d”y toute 
constante , alors nous dirons que cette différentielle de 


l’ordre m eseonstante. 


Ces manières de s'exprimer qui ne présenteraient 
aucun sens signihicatif, si nous n'avions déjà exposé les 
principes rigoureux sur lesquels pose le calcul difFferen- 
tiel, ne peuvent induire à erreur d’après les conven- 
tions précédentes , tendantes à simplifier le discours et 
le calcul, conventions qui,-au reste , sont semblables à 
celle que l’on admet dans l’une des branches des plus 
importantes de l’Arithmétique. En effet, on est con- 
venu de dire que les logarithmes des fractions décimales, 
telles que 0,1; 0,01 ; 0,001...: dans le système lo- 

garithmique 


» 
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garithique qui a pour base 10, sont respéctivément 
g, 8, 7........., quoique ces derniers nombres 
soient RAIN les logarithmes des nombres respectifs 
1000000000, 1000000900 , 10000000:.... et que les 
vrais UE des fractions décimales 0,1 ; ©,01 ; 
0,001.... soient respectivement — I ,—9, = 3.. 
Mais de simplifier le discours et jé: calculs numé- 
riques en évitant les logarithmes négatifs , on est con- 
venu d'ajouter 10 à la caractéristique des logarithmes 
de toutes les fractions décinales comprisés éntre o,1 
et 0,0000000001 ; 20 à la caractéristique dé toutes 
les fractions décimalés comprises entre cette dernièré 
et celle 0,00000000000000000001 , et ainsi de suite. 
D'après cette convention, la manière d'exprimer des 
logarithmes des fractions décimales avec des signes 
positifs , ne peut induire à erreur, parce qu'on rétablit 
en. réalité , où mentalement , les résultats dans leur 
véritable état , en retranchant ‘de la caractéristique au- 
tant de dizaines que l'on a ajouté de logarithmes de frac- 

tions décimales comprises enfre 0,1 et 0,o00000000!1. 
_ De mêmé que dans nos conventions actuelles relative- 
ment au calcul différentiel ; étant parvenu à l’équation 
différentielle dd — 2dydx+xddy [ éq. (47); art. 59], 
nous pourrions’ la rétablir sous la forme où elle ne pré- 


sente qu'un résultat significatif et rigoureux, en la di- 
visant par dx*. 


Bien souvent, comimé nous s l'avons dit précédem- 
ment ,nousn ‘Onétéroné pas ce changement de forme , 
et il nous suflira de savoir qué nous pouvons l’effectuer 
lorsque tous les termes de l'équation seront affectés de 
différentielles équivalentes par l’ordre où le degré. 

‘Ces conventions étant toujours. bien présentes à 
l'esprit de nos lecteurs , nous allons Gontinuer nos re- 


5 
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cherches dans Le calcul différentiel avec beaucoup plus 
de facilité, et nous dédommager amplement de la di- 
gression un peu longue, mais nécessaire qui nous a oc— 
cupé dans cet article. : 


41. Les problèmes indéterminés dans lesquels ïl 
n'entre que deux variables, tels que ceux de géométrie 
dans la considération des lignes planes, peuvent loujours 
s'exprimer analytiquement par une équation f (x, y)—=0, 
dans laquelle prenant l’une des deux variables , par 
exemple celle x arbitraire , c'est-à-dire avec des va- 
leurs successives prises à volonté , mais que pour plusde 
simplicité on fait varier uniformément , l’autre variable 
y sera fonction de l'arbitraire x, et, en exceptant le 
cas où la proposée f (x ,Y) =0 est di premier degré, 
cette variable y ne variera pas uniformément. Ainsi das 
les différentiations successives de f (x, y) , il faudra 
considérer la différentielle dx de la variable uniforme x 
comme constante, et ne prendre les différentielles d’un 


ordre supérieur que de la variable y. 


Mais dans les problèmes où il entre plus de deux va- 
riables, on peut avoir une équation mêlée entre des 
variables qui toutes croissent ou décroissent suivant 
des variations quine sont pas uniformés. Par exemple, 
lorsqu'on considère les lignes à double courbure par 
leurs projections sur les deux plans coordonnés des 
ÿyz et xz, en prenant z pour variable arbitraire que 
l'on fait croître uniformément, alors les équations de 
projections f" (y,z)—=0o et f” (x, z)—0o rentrent 
‘dans le cas précédent ; maïs si l'on considère l’équation 
f (x, y) =0o de la projection de la ligne à double 
courbure sur le plan des xy , alors ces deux variables 
étant chacune fonction de la variable arbitraire et uni- 
orme z, ne varieront pas uniformément , et il faudra 
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dans les differentiationss 
mêlée de ces variable 
dx comme variables. 


uccessives de la fonction 
isidérer Les différentielles dy, 


De même, si l'équation d’une surface entre les trois 
variables x, y, z (la dernière étant toujours consi- 
dérée comme l'arbitraire ) se présente sous la forme 
+ —=f"(x, z), alors dans les différentiations succes- 
sives, celles de f(x, 2) rentrent dans le premier cas 
que nous avons traité. Maïs si l'équation proposée se 
présentesousla forme z—f(x,y), d'où d’f(x, y) —o, 
alors dans les différentiations successives , il faudra con- 
sidérer dy et dx comme des variables. Il en serait de 
même si l'équation de la surface se présentait sous 
la forme d’une fonction nulle des trois variables mêlées, 
telle que celle ® (x, y, z) — 0 ; alors dans les diffé- 
rentiations nécessaires, on considérerait dz comme 
constante et dy, dx comme variables. 


Ces raisonnemens s'étendent, quel que soït le nombre 
de variables qui entrent dans les problèmes indéterminés, 
lesquels ne peuvent plus appartenir à la Géométrie lors« 
qu'il y a plus de trois variables, mais appartiennent à 
l'Analyse indéterminée algébrique. 


42. Puisque dans les problèmes indéterminés entre 
un nombre quelconque de variables s,#t,u......z, 
ily en a toujours une arbitraire que l'on fait varier 
uniformément , il s’ensuit que dans les différentiations 
successives des fonctions entre ces variables, il peut ar- 
river que certains ordres de différentielles de quelques- 
unes des variables soient constantes, lorsque les autres 
sonfencore variables, et peuvent même l’être indéfini- 
ment : car si l'équation de relation entre la variable 
arbitraire et l’une des autres variables est de la forme 
de celle (a) mentionnée à l’article 36 , sa différentielle 

5. 
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de l’ordre marqué par le pluslhaut exposant de la va- 
riable arbitraire sera constanté, et par conséquent dans 
les différentielles ultérieures à cet ordre de différen- 
tielles, ces dernières n’entreront plus que comme des 
Facteurs constans. Par exemple, soient entre les trois 
variables x, y , 2 les équations x=—az*+bz+cz+e, 


mn ? 1 LA . ! 4 
I=— et f(x,y)—=0, z étant toujours considérée 


comme la variable arbitraire que l’on fait varier uni- 
formément. Il est clair que dans les différentiations 
successives de la dernière de ces équations, dx va- 
riera jusqu'à la différentielle du troisième ordre de 
f(æ,y); mais passé cet ordre, d°x étant constante, 
n’entrera plus que comme facteur des différentielles 
de tous les ordres de dy, lesquelles peuvent se pour- 
suivre indéfiniment ( art. 37). 

Si l'équation entre y et z avait été y — gz° + hzt 
12% + kz° 12 + m , alors la différentielle du cin- 
quième ordre de f (x, y) aurait été constante, etil 
n'y aurait eu que deux différentiations , dans lesquelles 
d'x serait entrée comme simple facteur constant. 


Cela posé , passons aux différentiations successives 
des fonctions de plusieurs variables, parmi lesquelles 
ne se trouve pas l'arbitraire que l’on fait varier uni- 
formément. 


43. Lorsqu'on sait trouver la différentielle première 
d’une fonction de plusieurs variables, on peut avec la 
même facilité trouver la différentielle d’un ordre quel- 
conque de cette fonction, car il ne s'agit pour cela 
que de regarder chaque différentielle de la formulelque 
l'on différentie comme une variable, et lorsque parmi 
les variables primitives, 1l y en a dont un certain ordre 
de différentielle est constant , 1i faut considérer dans 


Le 
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les diférentiations ultérieures, ces différentielles comme 
des quantités constantes. Par exemple, soit l équation 


= xy —24+a..... (a) ; 
différentiant une première fois, on a 
dé = xdy + ydx — dz....(b), 


et considérant dans cette dernière équation d’,x , dy, 
y, dx et dz comme autant de variables, on aura, par 
a différentiation de l’équation (b) qui est une seconde 
différentiation de l'équation primitive (a), 


dd = 2dxdy + xddy + yddx — ddz....(c). 


Si nous voulions avoir la différentielle du troisième 
ordre de l’équation (a), nous considérerions encore 
dans l’équation (c) dd£ , dx, dy, x, ddy, y, ddx et 
ddz comme autant de variables, et différencierions en 
conséquence l'équation (c). Mais si quelqu’une des dif- 
férentielles du second ordre , par exemple, celle ddz 
était constante d’après la nature de la question qui 
aurait donné lieu à ces différentiations successives, 
alors nous ne différentierions plus que par rapport aux 
sept premières des huit quantités précédentes. 


44. Quoique ce calcul tienne à une uniformité qui 
le rend fort aisé; cependant lorsque l’ordre de diffé 
rentiation est un peu grand, le calcul devient d'une 
longueur fatigante ; mais heureusement qu’on a reconnu 
Ja loi qui règne entre les termes de la différentielle d'un 
ordre dons du produit de deux variables , ce qui 
est dans le calcu! différentiel une découverte fort utile 
et analogue à celle de la formule du développement de 
la puissance d’un binome en : Algèbr e. Nous allons faire 
connaître cette loi. 
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Soit le produit XY de deux variables qui étant suc- 
cessivement différentié une , deux et trois fois, donne 
respectivement 


d.XY — XdY + YAX, 
DXY — XdY + odYadX + VŒEX, 
B.XY = XEY + 3EYAX + 5dYEX + YEX. 


Nous voyons que dans ce peu de cas particuliers que 
nous avons examinés, la loi des ordres des différen- 
ticlles est la même que celle des exposans dans le 
développement du binome. Quant aux coefliciens nu- 
mériques , ils sont les mêmes que ceux du dévelop- 
pement du binome. Or, je dis que si cette conformité 
a lieu pour une différentielle de l’ordre x du produit 
des deux variables , elle aura aussi lieu pour la diffé 
rentielle de l’ordre 7 + 1 du même produit , et par 
conséquent pour un ordre quelconque de différentielle 
de ce produit. En effet; soit 


dXY = XANY E ndrvax + OO qu x 


LOTS) psy px. VX... (48). 
2.3 


En différentiant cette dernière équation, ona 


dr, XY—XderY Li d'YdX+ 1 d'Y dx 
n + n(n—1) 
2 
an Cara) d'-2Y dX., x HYdHIX, 


2 
n(n—1)(n—2) 
4:50 


C4 


= 
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mire (n+i)n n(n—1) , n(n—1(n—0) 
REP, + 


2 DES 


Mais Ha tours 


1 Tao 4 nue 
MUR es AU et enfin généralement le coelli- 


2.0 

cient de d'PHIYdPX est mn > 

n(n-1).. (a-p+2)G1-p+1) __Gi+1) (a+) n(n—1)...(n-p#2) 
1.2....(D—1)p Die due à! pp TIRE 

Donc le terme général de la valeur de d°+’.XY est 

la quantité 


Lee a dot nl eee see 
1.2....(p—1)p 
parfaitement conforme au terme général du dévelop- 


pement de (Y + X}"#!, en y mettant respective- 
ment Y"-P+! et XP à la place de d'PF'Y et dPX. 


Donc , généralement, la formule (48) a lieu quelle 
que soit la väleur entière et positive de l’ordre n de 
differentiation (*) 

* Pour faire une application de cette formule (48) , 
proposons-nous de trouver la différentielle du troisième 
ordre-de la formule x?— y?. 


Faisant ea +yet Y=x— y, on aura 
E (x°—y") — (a+) d (x—y) +3d(x+ y) d'(x—y) 


+ 8 (x +y) d (x — y) +) À +5) 
—2xdx + 6dxdx — 2ydy — 6Pydy. 


{*) Dans le développement du binome , on considère l’exposant 7 
d’une valeur quelconque ; maisilest clair que pour développer les 
différentielles successives d’une fonction variable jusqu’à un certain 
ordre , l'indice de cet ordre ue peut être qu’un nombre entier eë 
positif. 
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45. Si la fonction variable dont on vent avoir Îa 
différentielle de l’ordre n se compose d’un nombre 
m>92 de facteurs variables; on fera X égal à un de 
ces facteurs, et Ÿ égal au produit des m—1 autres 
facteurs. Substituant ces valeurs dans la formule (48), 
on aura une première différentielle de l’ordre n, mais 
affectée des différentielles de tous les ordres entre 1 et 
n inclusivement du produit des m— 1 facteurs repré- 
senté par Ÿ; et l'on se servira toujours de la formule (48) 
pour différentier ce produit en faisant X égal à l’un 
des m—1 facteurs, et Ÿ égal aux m—92 autres fac- 
teurs. On continuera toujours de même jusqu'à ce que 
Y ne représente plus qu'un seul facteur de la fonction 
proposée. Par exemple, soit demandé la différentielle 
du troisième ordre de x°z—ÿ°z qui est le produit 
des trois facteurs æ+-y, x—y et z. Nous ferons 
d'abord X=—z et Y—x°—#7", et substituant ces va- 
leurs dans la formule (48), nous aurons 


d '(x°2—y°2) — 25 (x? — y°) + 5d° (° — y’)dz. 
+34 (x? — y?) d’z + (x°— y°) d’z. 


Mais la même formule (48) nous a donné dans l'article 
précédent la valeur de d’(x*— y”); elle nous donnera 


encore 

day" =(x-y)d(x+y)+ad(x+y)d(x-y) + (x+y)d(x-y) 

—o(xdx—ydy+dx dy) et d(x—y")=2(xdx—ydy) ; 
donc substituant ces valeurs dans la première expres- 
sion de d°.(z2x°— 2y*) il viendra, toutes réductions 
faites, 

(ax —2y")= (25) dz+L6(xdxd2—ydydz2+xdxdz 
—ydydz+-dx"d:-d'yd:+42dxdx-2d°ydy)+22(yd'y+xd$x). 


: 46. D’après ce que nous venons de dire, il est aisé 


We 


CL 
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de voir que si l’on veut avoir la différentielle de l’ordre 
n d’une variable x élevée à la puissance entière et positive 
nm, il faudra d’abord faire X=x et" = x" et 
ayant substitué ces valeurs dans la formule (48) , faire 
encore X—zx et Y = x"? en se servant toujours de la 
même formule (48), et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on 
parvienne à = zx. 


47. Mais si la puissance m de x est un nombre pair, 
on pourra encore simplilier le développement de 
la différentielle du n° ordre de x". En effet, 


L/2 L, 7 
d'.x—d".(x°.x*):0r, puisque X et Y sont placés 
symétriquement dans la formule (48), il en résulte 
que X étant — Ÿ, on aura, si z est un nombre impair, les 


n+i1 \ ; 
- L premiers termes de la suite (48) qui seront égaux 


n+1 d Re AS TR MS 
aux us derniers termes ; ainsi le calcul se reduira à 
2 


1 : à ; 
ces ——termes que l’on doublera pour avoir la diffé- 


rentielle totale. 


Si n était un nombre pair, alors celui des termes 
du développement de la différentielle du n*"° ordre 


F . à; , . nn ième e . 
étant impair , il aurait le ( + 1) terme qui serait 
| | 2 
unique dans son espèce, et par conséquent il faudrait 
calculer les = 1 premiers termes, et à cause que les 

2 


n ’ à 11) 
ä derniers termes seraient égaux aux — premiers, äl 
2 


n'y aurait qu'à doubler ceux-ci. 


EXEMPLE. Trouver la, différentielle du troisième 
ordre de x{. 


Nous avons d’.xt— d’(x%.x°). Cette première diffe- 
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rentiation devant nous donner quatre termes, nous ns 
calculerons que les deux premiers par le moyen de la 
formule (48), et nous les doublerons, ce qui nous 
donnera d'abord d.x4—=2x°d*.x+6d.x°d?.x?...(a). 
La différentielle du troisième ordre de x° oux.x ne se 
composera que des deux premiers termes doublés que 
donne la formule (48), et nous aurons dx?— 2xd°x 
+ 6drdx...(b). Nous avons de plus d.x—9xdx...(c). 
Quant à la différentielle seconde de x’, l’ordre de diffé- 
rentiation étant pair et se composant de trois termes, 
il faut calculer les deux premiers par le moyen de la 
formule (48) , et doubler le premier , ce qui nous don- 
perë di. 24 0.20 es Tr d Re os EN (d). 
Formant le produit des équations (c) et (d), on a 
d.x dx? — {x°dxdx + 4xdx°.....(e). Enfin substi- 
tuant ces valeurs (e) et (b) dans l’équation (a), et 
réduisant , il vient 


dx — 4x%d°x L 36x*dxd?x + 24xdx*, 
qui est la différentielle demandée. 


48. La formule (48) cesse d’être aussi avantageuse, 
1° lorsque quelqu’une des variables de la quantité dont 
on veut prendre la différentielle de l'ordre n, n'est 
pas élevée à une puissance entière et positive; 2° lors- 
que dans la quantité que l’on différentie successive- 
ment, ilentre des transcendantes variäblés : cependant 
dans ces mêmes cas on peut, par le moyen de la for- 
mule (48), présenter le tableau général des opéra- 
tions que l’on a à faire, d'une manière qui simplifie 
le calcul. Par exemple, soit proposé de trouver ladiffé- 
rentielle del’ordre n de la fonction transcendante /X/Y. 
Nous observerons que d'IX = d'dIX = d" dE 


Z 
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- et que de même d/Y—d""! w: donc la formule (48) . 


donnera 
M1 NÉ dx 
d'.IXIY — [Nd : Eee a 
, N(n—1) ; dY PE NEA / 
ee DA ROHAN d RS se AC CRE 


1] n’y aura donc qu'à effectuer les différentiations suc 
cessives de dX.X—* depuis le premier ordre jusqu à 
celui nr —1, ce qui donnera les résultats analogues 
pour dY.Yt, et ensuite à substituer ces valeurs dans 


la formule (49). 


49. Mais quelle que soit la forme sous laquelle se 
présente une équation entre deux variables, on pourra 
simplifier le calcul en réduisant chaque diFérentia- 
tion successive à celle d’une première différentiation. 
En effet, soit 


une équation mêlée entre les deux variables x et it 
d'où 
à dF(r,y)=f"(x,y) dr; 
DE CAS) = Cæ,7) dy....(b) L'art. 20 ]. 
Faisons de plus 
d no d (er 
Lo; eo; (=); 


(gs) = “is Wine | (Bo). 


Oral Cr, vi y) Par) Ne à; 


donc 


dy WT T0 ND 
ss rnb F (a, 9) RU Eté . (d). 
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Cela posé, développant les valeurs de (p,), (@:)..+.« 
en fonctions des différentielles de tous les ordres des 
variables x et y, on aura la suite d'équations 


Cey= = tr) 
dx FAT 
ddy dy ddx 
CEE 
_dy_ dy dx dx d'y | 3dy/dx 
(@)— dx dx’ dx dx de T dx Te) 
d'y dy dix dx d'y dy Ex d'x 


(51}: 


GE rom de 5 10 TE D 


ee RAT %() + Eye 5% dy 
TER dx° dx?) dx? dx \dx° 


À 


Donc différentiant l'équation (a), divisant par dx à 
chaque différentiation, et substituant successivement 
(@), (p:),(@.)....à la place des quantités respectives 
RAR ar 
He dr ide." 
tions variables sans différentielles à différentier , ce 
qui diminuera beaucoup le calcul, puisque chaque 
fonction différentielle de plusieurs termes sera rem- 
placée par un seul symbole de variable. Mais lorsqu'on 
sera parvenu à Ja ni" différentiation, si z est l’ordre 
de différentielle que l’on veut obtenir, on multipliera 
toute l’équation par dx", on substituera à (o) sa valeur 
en fonction des deux variables [ équat. (d)], et on 
mettra à la place de (o,), (9.)....les valeurs respec- 
tives de ces quantités prises dans le groupe d'équa- 
tions (51), ce qui donnera la différentielle complète 
de l’ordre # de l'équation proposée. 


.., On n'aura jamais que des équa- 
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EXEMPLE. Trouver la différentielle prie du 
troisième ordre de l'équation 


Différentiant une première fois, et divisant par dx ; 


on a 6y = Oo, ou mettant à la place de 


ss le symbole (9) qui représente cette fraction diffé- 


«220 1 

rentielle, il vient 6y {9) — —— —o, Différentiant 
> 54 (?) 2Vx 

cette dernière ne , et divisant par dr, on a 


6 2 7 +6 OÙ +0, ou mettant à la place de 


d Fe 
ao Leurs symboles respectifs (9,) et (@), il vient 


; st + 6 (po) + Les —0o. Différentiant une troi- 
4° 
d Er 2 
sième fois et divisant par dx ,ona Anse + 6 ee : 
+ 192 (®) oi — e $ —— o , ét mettant à Ë place 
x? 
am t@) dy d A 
eu de” de? 


3: 1 
(@) et (91) , il vient 6ÿ (gs) +18 (oi) (2) —5—5— 0. 
Fe Le 
Enfin , mettant dans cette dernière équation les va- 
leurs de e (@:) Leronpe d’équat. (51)] et celle de 
fe (x, y) 1 fe A 
(@) ke Ur Co) Fe za équat. (d) ]; ensuite 
multipliant la résultante par dx°, on aura l'équation 
différentielle du troisième ordre 


leurs symboles respectifs (o,), 
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Bx dydx : 3 (dr) 
ya Hu: PU "AI AR RESF at Ne. 
Re 2V/x 1 dx 2 Vxdx 
NU ef: à 


+ 18dyddy — 


Ba. Cependant nous devons avouer que cette der 
nière manière de prendre la différentielle d’un ordre 
élevé d’une équation variable , donne un résultat plus 
compliqué que la méthode directe, ce qui provient 
de la forme des quantités (@,) , (@.).... qui se com- 
posent de fractions ayant au dénominateur une différen- 
tielle élevée à la puissance marquée par l’ordre de 
la différentielle du numérateur , d’où il suit que leurs 
différentiations successives qui servent à passer de 
(op) à (e4), de (p:) à (ps)... donnent des résultats 
plus compliqués que les différentiations successives qui 
s'effectuent sur des quantités -qui n’ont de différentielles 
qu'au numérateur. Par exemple , l'équation (e) de 
l’article précédent étant A Firentiée directement trois 
fois de suite, donne l'équation différentielle du troi- 
sième ordre 


dr  Fdrddr 3 He 


Géytiiddd— TE + PTS TE (a), 


qui est beaucoup plus simple que celle (f) trouvée 
dans l’article précédent. Cependant il est aisé de prou- 
ver que les deux résultats (f) [ art. 49 | et (a) de cet 
article sont identiques. En effet , si de la seconde de 
ces deux équations on retranche la première , il viendra. 


5 drddr | 18ydydte _ 5(dx). Edydde 
Aie dx 7 ayaxdxe Ù ayÿz 


x? 
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Le 3ddx 
Divisant par Jr 2ma 


1 dx ddx dydx 
paru 6y y — —— — 
4 La qe a7z Ÿ 5yyz 


Or , la différentielle du second ordre de l'équation (e) 
Cart. 49 ] est se — sn + 6yddy + 6dyÿ, et retran- 


4x 2V/x 
chant cette dernière équation de la précédente , ona 
dydx dx 
— 6dyÿ=o, ou —-——6ydy, 
y sf 2Vx #09 4 


qui est l équation différentielle du premier ordre de 


la prébosée (e) [art. 49 |. 


51. Si voulant avoir la différentielle de l’ordre m 
d'une fonction variable de x et y , la différentielle de 
l’ordre n << m de l’une des deux variables était cons- 
tante (art. 42), on différentierait de même qu'il a 
été enseigné à l’article 49, et on substituerait à (@.), 
(Rae les valeurs différentielles qu'elles ont dans le 
groupe (51), mais réduites convenablement par l’éva- 
nouissement des différentielles de celles d’un ordre 
moindre qui sont constantes. Par exemple, je DE 


constante, ce qui donne (®,) — es et (@) =; 


donc Mrs ces valeurs dans l'équation 6y (9,) 


L 186 (01) — g = —0 de l'article 49, et multi- 


5 
8 à 


pliant par dx, on aura, toutes yet OS faites ? 
Ph rs 


ay y + Gdyddy —5 —= 0... (a), 
< MER 


—_ 
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ce qui est la différentielle du troisième ordre de l'équas 
tion (e) , article 49 , lorsque dx est constante. 


b2. Réciproquément , si étant donnée une équa= 
tion différentielle d’un ordre quelconque 7 ; dans la= 
quelle la différentielle d'un ordre nr << m de l’une des 
deux variables a été considérée commie constante , oh 
voulait avoir la même différentielle de l’ordre m de 
l'équation donnée qui, 7 +-p étant << m, renfermät 
la différentielle de l’ordre n + p de la variable dont 
la différentielle de l’ordre n avait d'abord été consi- 
dérée comme constante ; alors, supposant qué cette va= 
riable est x, on diviserait toute l'équation par dx”, 
énsuite substituant les symboles (9), (#,).... à leurs 
valeurs en fonctions différentielles réduites conwenable- 
ment dans l'hypothèse de d'x constante , on remettrait 
à Ja place de ces symboles (@,) , (@:).... leurs valeurs 
différentielles , en les réduisant AV DlenEn d'après 
la nouvelle bbnaftion qu'il n’y a plus que la diffé 
rentielle de l'ordre n +4-p de la variable x qui soit 
constante. 


Par exemple, l'équation (a)de l’article précédent est 
du troisième ordre de différentielle en y considérant dx 
comme constante. Supposons qu'on veuille maintenant 
obtenir cette différentielle du troisième ordre, en n'y 
considérant plus que d’x comme constante ; voici com- 
ment nous opérerons ce changement. Nous divisons 
d’abord cette équation (a) [art. 51 ] par daÿ , ce qui 
nous donne celle 


Mais lorsque dx est constante , le groupe (51) [art. 49 ; 


donne 


ET Je DIFFÉRENCES. en 
dy 
donne Th = (e.) e et © A = (qi) ; donc l’équation (a) 
peut être écrite sous L Ne 


2y (0:) e (@) Fe nn RENAN 


Mais ddx étant constante, le groupe d’équation (51) 

d'y dx dy dy fdx\? 
dx° res dx? Rae ) à 
et (@,) conserve la valeur qu’elle a dans le groupe (51). 
Substituant ces valeurs dans l'équation Co). , et multi 
pliant par dx, il vient 


nous ARE (a) 


6ydxdy , 6dyd 
2yd'y — 5 — Ÿ + , — Lydx—dydx] 
s 
RE ge LEO y 


Ba 
ce qui es: l'équation demandée, _ 


53. Lorsque dans une ne entre deux variables 


l'une des deux variables , par exemple celle +, varie 
uniformément , je dis qu'on peut toujours ARS sa 
différentielle de l’ordre m à la forme 


dr ; | \ 
ES CSN OM 
par des éliminations successives de la valeur de y 


dx 
obtenue par une première différentiation. En effet, 
différentiant l’équation (a), on a 


d.F (x,y)=f" (&,7y) def} (æ,y) dy =0(", 


{*) Revoyez pour cette notation Particle 20, 
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A dy LA TAC 9) 
d'où de — f(x, y)? 


et , abstraction faite du signe ,ona 


d 
D = F Cx;y)-.....(0). 


Différentiant cette dernière équation, il vient : 


_ ddy ; 
fe (ay) de +fY (x, y) dy, 
EN ci 1x / 
d'où TS (x, HP, NE, 
et substituant dans cette équation la valeur de Y 
Æ 


Céquat. (c)], on a, en représentant tout le second 


membre par F” (x, y), 


d'y 
Ta LE CT,Y)..(0); 
et continuant de même , on trouvera que, quelle que 
soit la grandeur de l’ordre m de différentiation , il sera 
toujours aisé de parvenir à l'équation (b). 


REMARQUE. Il est clair que. si l’on substituait dans 
l'équation (b) la valeur de y déduite de l’équation (a) 


ad" 
en fonction de x, on Strat la même valeur de — 


que si l’on avait différentié m fois successivement 


l'équation séparée y==F" (x) déduitesde celle (a). 


ET AUX DIFFÉRENCES. 85 


CHAPITRE VII 


Des di ifférentielles exactes et inexactes ; ma- 
nicre de reconnaître si une formule di ifféren- 
tielle est dans le premier ou le second cas. 
Démonstration de quelques théorèmes qui 
nous seront tres-utiles dans le Calcul intégral. 


54. Ü NE quantité quelconque qui a tous ses termes 
multipliés par des différentielles de variables équiva- 
lentes en ordres ou degrés, se nomme quantité ou for- 
mule différentielle ; maïs parmi les quantités différen- 
tielles , il faut distinguer les exactes et les 2nexactes ; 
les premières sont celles qui résultent de la différen- 
tiation d’une fonction variable, telle est par exemple 


ydx — xdy , parce qu'elle est le te de la différen- 
y | 


tiation de la fraction —. Mais ydx est une différentielle 


2 


inexacte , tant que l’on considérera y et x comme deux 
variables distinctes et indépendantes l’une de l’autre, 
c’est-à-dire, tant qu'on ne pourra substituer à y une 
valeur déterminée en æ, ou réciproquement; car il n’y 
a point de fonctions entre deux variables y et x qui, 
étant différentié, donne exactement ydx. Il est donc 
utile de pouvoir déterminer si une quantité différen- 
tielle donnée est exacte ou non. C’est ce dont nous 
allons nous occuper dans cet article. 
6. 
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Soit d'abord la fonction de deux variables F (x, y); 
on aura en différentiant 


RC) EE CC DOR Ce, y) 
= ff (x, y) da + f(x, #)dy 


PEUT Yet (rx, y) 

et dE(zx,y)=f.(x,y) dy (artao). 
Différentiant la première de ces deux équations aux 
différentielles partielles par rapport à y, et différen- 
tiant la seconde par rapport à x, ona 

À {DEF (x,y)=dxdf (x, y) 
ets dB (ny) dd ES DES (a). 
Mais il est clair que d'd*F (x,y)= d*dF(x,y), 
puisqu'il est indifférent de commencer à différentier 
par rapport à x seul , et de finir par différentier par 
rapport à y seul , ou de faire ces deux opérations dans 
un ordre inverse. Donc nous pouvons égaler les seconds 
membres des deux équations en (a), ce qui, en divi- 
sant les deux membres de l'équation résultante par dydx, 
nous donnera celle 


y zfy 
df? Sasne __ fi ce»), (63), 
AA 
qui est l'équation de condition pour qu'une fonction 
différentielle entre deux variables soit exacte. 


Pour une fonction entre trois variables, que nous re- 
présenterons généralement par F (x,y,z), on a les 
trois équations aux différentielles partielles 
dsE(x, y,2)=dxf*(x;, y,2); dF(x,y, z)=dyf"(x, y, z) 
et dE (x; Y,2) = dif (x, y 2) 


Différentiant la première de ces équations par rapport 


donc 
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à y, et ensuite par rapport à z; la seconde par rapport 
à æ , et ensuite par rapport à z ; enfin la troisième par 
rapport à x, et ensuite par rapport à y , On aura 


D'F (x,y,2) —= dxd/f5 (x,y,2)....:(a); 
d'd'F (x,y,2) = dxd:f* (x,y,2)...., (b) ; 
d'PF(LY,2) = dydif} (x,y,2)...: (c) ; 
d'DF(x,y,z) —= dyd'f (x,y,z).....(d) ; 
d'd'F(x,y,z) = dzd'f"(x,y,2):.7..(e) 5 - 
DRE (x,v:2) = dead ft(x,v,2). 02.1): 

Mais les deux premiersmembres des équations (a) et (c} 

étant identiques, ainsi que ceux deséquations (b) et(e) ; 


et enfin que ceux des équations (d) et (f), on aura les 
trois équations de condition 


= (ui Y;z) — d°f} (x, y, 2) 


dy dx 
d'a, 2). dfr(x,y,2) 
ea a nn (53), 
Œf (x, y; z) RATES z) 
RAS PDP Re Ye A 


qui doivent avoir lieu pour qu'une fonction différen- 
tielle entre trois variables soit exacte. 


Généralement pour toute fonction différentielle entre 
hole n(n—1) ,  . % 
n variables , on aura Ho équations de condition 
qui feront connaître, suivant qu’elles auront lieu ou 


non, si la proposée est exacte ou inexacte. 


l . Bx°dx — ydx — x 
EXEMPLES I. Déterminer si D ne EX 
VX — yx 


est une différentielle exacte. 
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Le coefficient f* (x,y) de SEE est Green celui 
Le: ox D yx 


; donc si la fraction pro 


F7 (æ,y) de dy est 
VE — y 


posée est une différentielle el , on doit avoir, 
suivant la condition exprimée par l’équation (52), celle 


Le FL? — y 
C: Va — yx X 7 =e[ V2 role te dx” 


c'est ce qu’on trouve être vrai, car faisant les opéra- 
tions indiquées, on parvient à une équation identique 
2° + xy | 


2 —yx 


dont les deux membres sont 


IT. Déterminer si x°ydx + y°dx — x°dy + y’xdy est 
une différentielle exacte. 


Nous avons dans cet exemple f* = Ty +7), 
et fr (x, y) = y°x — x*; ce qui donne 


f(x, y) A RANGERS DANS ES 

re ES = y°—3x"; 
dy dx 

donc, puisque ces deux résultats ne sont pas iden= 

tiques , la formule proposée n’est pas une différentielle 

exacte. 


—aoy, et 


55. On opérera par des procédés semblables pour 
connaître si une différentielle d’un ordre quelconque m, 
est une différentielle exacte de l’ordre m— 1, puis- 
qu’on pourra regarder toutes les différentielles des ordres 
inférieurs à m et Les variables primitives , comme autant 
de variables simples, et paf conséquent on rentrera dans 
le cas précédent. 
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56. Une fonction homogène (*) entre un nombre 
quelconque de variables , est égale à sa différentielle 
divisée par le degré de cette : fonction, en substituant aux 
di iférentielles des variables les variables mêmes. 


En effet, soit F (x,y,2....) une fonction homo- 
gène du É n entre les variables Hd 3. OR 
aura , en différentiant, | 


ME Vs) faiw,z ie 
+7 (,7,3..) dy +f(x,y,3...)d2 + etc... (a). 
Mais si l'on fait y—yx,2=—2"x....,ilest clair que 
x" sera facteur de tous les termes de F (x,y,z...), 


et que tous les termes du second membre auront seu- 
lement pour facteur commun x", parce que dx, 


dy[=d(yx)], di [= d(z'x)] ont diminué l’ex- 

posant de x d’une unité; on aura donc l'équation (a) 

qui deviendra 

d'x'F(y,2. .)=f (y 2 ...)2dx+£fr(y",z..)ad.y'x 
+ fe (y°,23...) x d.z'x 4 etc....(b). 

Or | 

d.y'x=y dx + xdy", d.x'x=2'dx + xdz’, etc. 


Ainsi effectuant les multiplications , et ne prenant 


(*) Une fonction variable est homogène , lorsque la somme des expo- 
sans variables est la même dans tous les termes. La somme des expo- : 
sans se nomme le degré dela fonction homogène. Ainsi re 

arm y3+y6. ax FH} xys. axy +Y?+24 
V/xi En jet Ty IE? V'ai—y5 
fonctions Rome des variables x, y., z. Le degré de la première 
est6; celui de la seconde est 6— 2 —4 ; celui d la troisième est 
-3—3—o ou nul; enfin le degré de + quatrième formule est 
2—3——1, c’est-à-dire que le degré de cette dernière formule 
homogène est négatif, 


— myÂz ; sont des 
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que les termes affectés de dx pour avoir seulement 14 
différentielle partielle de F (x,y,z...)en x, on aura 


DER TL Vous sed — de .ax"F CYSANE 7, bu 
HAE (y, 2 D de TA RE dE 
+ (y',3...)a y de + fé (y", 2...) x iz dx tete. 


PS AR ln PHOUS 
et divisant par — , il vient 


neF (y',2...)=f" Cy',2..)at + fr (y, 27... )a" y 
MATE CYR UE) AZ eter CON 


Mais y” 4 ARRET (A SU OT AVR Et, 


az =2x"7"... ; donc rentrant x" dans F (ÿ’,z’. PS He 
ce qui réduit cette fonction à son état primitif 
F(x,7y,3....):de même rentrant x"! dans les 
fonctions partielles du second membre de l'équation 
(c); enfin divisant les deux membres parz,ona 


F(x,y,%.:.) Fe 


n 


ce qu'il fallait démontrer. 


Ce théorème nous sera de la plus grande utilité dans 
Je Caicul intégral. 


57. Une fonction différentielle de l’ordre m étant 
complète et exacte , peut toujours se ramener à une 
simple fonction différentielle du premier ordre et 
exacte, en ne prenant dans la formule donnée que les 
termes affectés de la différentielle de l'ordre m d'une 
seule variable, et y substituant à la place des différen- 
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telles du mi"* ordre des ti? celles du pre- 
mier ordre. 


En effet ; soit UF (x; y; Zi... ), d'où 
dU = ffUdzx + fYUdy + f:Udz + etc. Or, il est clair 
que dans les différentiations successives, en ne prenant 
aucune différentielle comme constante, on aura dans l’ex- 
pression de la différentielle de l’ordre m de U, les termes 
f'Ud"x, fYUd”"y, fUd"z...; puisque d"—'dU oud".U 

= -fFUdx +d'. f'Udy +dmt. fUdz + etc. ; 
mais f*U et dx étant deux variables, on a d’après la 
formule (48) L'art 441, 
dir, PUdz = fUdr dr etc. = fFPUdrx +etc. 


On aura des résultats analogues pour d""f pit 
dr Üdz.,. Donc 


DFE 21e) Mr tr ete, 
f(x, 7,2. any ete. + ff Ce .….)d"'24etc.+-etc. 
et par conséquent ne prenant que les termes qui se 
trouvent dans cette équation en y faisant m= 1, on 
aura l'équation différentielle du premier degré d'où 
dérive la proposée après m— 1 autres différentiations 
successives , qui sera 


DC, 2 SR Y 2 Jde 
+ f (x,ÿ,3...) dy + f° (x, y,z...)dztetc., 
-ce qu'il fallait démontrer, et qui est fort utile dans le 
Calcul intégral, 
Ainsi dans la formule ( f}) de l’article 49 , ne prenant 
que les deux termes affectés de d'y et de dx , et substi- 
tuant à la place de ces différentielles du troisième ordre, 


celles du premier dy et dx , on aura 6ydy — Te =5.0, 


qui est la différentielle du premier ordre de l'équation 
(a) du même article, 


g0 CALCULS DIFFÉRENTIEL 


CHAPITRE VIIL 


Application du Calcul différentiel à quelques 
questions importantes d'Analyse algébrique 
que la simple Algebre ne résout pas géne- 
ralement. 


58. PROBLÈME. Dérermner st uneformule donnée 
entre deux variables, est fonction d'une autre formule 
indiquée entre les mêmes variables. 


SOLUTION. Soit F(x,y}) la formule donnée, et 
f(x, y) la formule indiquée. Il est clair que si la 
première de ces formules est fonction de la seconde , 
on aura, en faisant pour abréger, 


z=f(x,y) AA ELA (a) & 
l'équation F(x,y)=— #2; donc d.F(x,y) ou 
F'(x,y) dx +F (x,y) dy = d.pz—9zdz....(b) ; 
mais différentiant l'équation (a) , il vient 

de = fe (2, y) de + f(x, Y) dy, 

et substituant cette valeur de dz dans l'équation (b),ona 
F'(x,y)de+F'(x,y)dy=@"2f"(x, y)dx+@'zf(x, y)dy, 
équation qui ne peut avoir lieu qu’en tant qu on a en même 


temps FT(x, y) —=@'2f"(x, y) et F(x, y) —=#@"2f"(x, y)- 
Multipliant ces deux équations en sautoir, ét divisant 
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Îes deux membres du produit par ®'z, on a l'équation 
de condition 
F(x,y)f (x, y)=F (x, y)f5Cœ,y)....(55), 
qui sera satisfaite si F(x,y) est réellement fonc- 
tion de f(x, y). 

EXEMPLE. Déterminer si (a°x° + bfy )(ax + by)? 
est fonction de &x° + b°y? — abxy. 


Représentant la première de ces deux formules par 
F(x,7y), et la seconde par f(x, y), on a, après les 


différentiations effectuées, 


2x? + Babyx? — ab*y° 


HÉCR DE er 
F _ sb + 3abxÿ — bX , 
FY NA En ar ea etre, 


f(x, y)= 2x —aby et f' (x, y) 2b°y —abx. 


Substituant ces valeurs dans l'équation de condition 
(55), on a, toutes réductions faites, une équation iden- 
tique ayant chacun de ses deux membres — ab°xy 
+ Gaby? — oab%yt — 2abxf. + abixys ; donc la 
première des deux formules proposées est fonction de 
la seconde. 


5g. Il arrive souvent qu’une fraction dont les deux 
termes sont affectés d’une même variable æ, se réduit à 
la fraction vague £ lorsqu'on donne à x une certaine 
valeur que je représenterai toujours par a, quoiqu’elle 
puisse avoir dans cette même hypothèse de x —aune 
valeur significative et finie ; cela arrive lorsque , comme : 
on l’a déjà vu en algèbre, les deux termes de la fraction 
variable ont un facteur commun qui se réduit à zéro 
lorsqu'on fait x — a. Ainsi réduisant la fraction à sa 
plus simple expression , ses deux termes sont délivrés 


l 


Tee 


Le 
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du facteur commun qui s'évanouit lorsque l’on fait +==#, 
et par conséquent, d'après cette dernière hypothèse, 
a MRÇnon réduite à sa plus simple expression, ne de- 
vient plus ©? , mais ce qu'elle est réellement pour la va- 
Léur a der. Telle est la méthode qu’enseigne l'algèbre. 
Par exemple, soit la fraction 


A (xt — a" )P 
Bar ne de (a) 


qui se réduit à 2 lorsque x — a. Mais on enseigne en 


algèbre que généralement 


A — M — CE Fixe a) (rt + ax"? ,.. Lam) ; 
donc la fraction proposée devient 
À (x — a Par Gr, 4 am ŸP @) 
Bac a)ti(m TEL Rares OO) 


Or, il peut arriver que p=gq,oup >gq, ou pq. Dans 
A(x x 1, + HU 
B UE Lt a TT 


m—n 
CL . 


le premier cas la formule (à) devient 


et faisant x—a, elle se réduit à ee 
Mais sip>q , alors la fraction (b) ayant pour Ra 

teur (x— a}P"1, se réduit à zéro lorsque x = a. 
ne , Si p£ q ; la fraction (b) ayant pour facteur 


Gay se réduit à + lorsquex— a. 

60. La méthode purement algébrique que nous 
venons d'employer, s'applique très-aisément à l'exemple 
précédent, parce qu’on sait déjà que le diviseur de la 
différence des mêmes puissances de deux racines est la 
différence de ces racines’ Mais dans beaucoup d’autres 
€as où on aurait à traiter une fraction dont les deux 
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termes s’évanouissent simultanément d’après une cer- 
taine valeur donnée à la variable, il serait très-difficile, 
ainsi que nous le verrons bientôt, de pouvoir se servir 
de la méthode précédente. Heureusement que le Calcul 


différentiel va nous conduire à des moyens beaucoup 
plus simples. 


; x 
Si dans la fraction —— , que nous supposons deve- 
“ie 


nir © lorsqu'on faitx =, nous substituons à x la 
quantité x + At, alors la fraction proposée devient , 
d’après le théorème de Taylor (art.38), 


dEx ddFx Ax?  d'Fx Ax° 


LR NU Ha RUE dx? Fi | de à mate (e) 
dfx ddfx Ax*  dfx er HT à 
Me damien 
ù dFx ; EX , 
on faisant = Fx, art et 
Le + re Ë nt Fe ..., la fraction (a) se 


Éne en Fe 


2 3 
Fx}+ F'xAx +F'x Ra + Fx sa + etc. 
RER PNEU, Pen PARA tea (EX 
fx + f'xAx Hits — + f'r= + etc. 


Mais Fx et fx se réduisant simultanément à zéro lors- 
que x — a , cette dernière fraction (b) devient, après 
ayoir divisé haut et bas par Ax, 
Ax Ar? 
Ex + F'x — 4 Fx — etc. 
2 2.3 (c) 
ne engrent R @ @ ÿ à # 


2 
fz+ Pa + fe _ 
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laquelle devant avoir lieu indépendamment des ya- 


leurs de Ax, aura encore lieu lorsqu'on fera Ax—o, 
F'x 

ce qui réduit la fraction précédente à celle née 

æ 


qui, en faisant æ— «a, donnera la vraie valeur de 
Œ à 
ns correspondante à cette même valeur de la va- 


riable x. . " 


Mais si par la supposition de x—a, les quantités F'x 
et Pa x s’évanouissaient encore simultanément comme 
les primitives Fx et fx , d’où elles dérivent respecti- 
vement , alors la fraction (c) n'ayant plus au numé- 
rateur et au dénominateur que des termes affectés de 


AT il | 
——, On pourra diviser haut et bas par cette dernière 
quantité , et il ne restera que 


F'x + F°x . + etc. 
SP (0 9 


f'xz+f"x _ + etc. 


Cette fraction devant avoir lieu indépendamment des 
valeurs de Az, peut être prise dans le cas de Ax=o, 


F"x 
f'x x 


ne devient pas ? lorsque x = a, elle donnera pour 


ce qui la réduit à ; et si cette dernière quantité 


Fx Ù 
cette valeur de x celle demandée de —-. Enfin gé- 


néralement si Fx, F'x....F"x et fx, F &, Te 
s'évanouissent AS lorsqu'on fait x — a, la 


valeur de -- sera donnée pour cette même valeur «a de x 


fa 


FRE 
par la fraction 


AODEÉ lorsqu'on y fait T0. 
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Donc, pour déterminer la valeur d’une fraction dont 
Îes deux termes variables s’évanouissent simultanément 
d'après une certaine valeur donnée à la variable ; diffe-- 
renciez séparément le numérateur , divisez les deux 
termes par la différentielle de la variable , et faites 
dans la fraction résultante , la variable ésale à la 
quantité qui réduisait la proposée à la fraction vague?, 
ce qui donnera la valeur demandée. Maïs si cette frac- 
tion se réduit encore à © dans le méme cas que la 
fraction donnée , opérez sur la seconde fraction comme 
sur la première , et la troisième fraction trouvée don- 
nera la valeur demandée, en y substituant la valeur 
de la variable qui a réduit les deux précédentes à 2. 
Continuez à opérer de même sur chaque fraction trou- 
vée tant que celle-ci éprouvera dans la même circons- 
tance la métamorphose des fractions précédentes; et 
enfin vous vous arrêterez à La fraction qui donnera 
une fonction significative de la valeur donnée à la 
variable. 


EXEMPLES I. Soit proposé de trouver la valeur de 
5 
x V/Ba5x — 9x4 — ax V/aix 
a — V/ax° 


X—a, ce qui donne par la substitution immédiate +. 


£a fraction 


lorsqu'on fait 


Différentiant séparément les deux termes de la frac- 
tion proposée, il vient la formule 


Va mehoar nanas 1 
o 2ÿ/Zax — ox) 2 


qui, lorsqu'on fait x —a, se réduit à = a*. Telle 
est donc la valeur de la fraction proposée Correspon- 
dante à celle a de x qui, avant la différentiation, 
réduisait cette fraction à celle 2. 
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Fe , . se. XT — X . r « 
IT. Soit encore la fraction = qui se réduit 


1—x—+/x 
à + lorsqu'on fait x = 1. 

Différentiant haut et bas séparément , et suppri- 
mant le facteur dx commun aux deux termes, il vient 
xx (1+ x) — 1 $ , 
DR NE qui se réduit encore à 2 lors- 
que x == 1. 

Différentiant donc encore la dernière fraction trouvée 
comme la proposée , on a—x(1+/x) [(1+x(1+4/x)] 
qui se réduit à — a lorsqu'on fait x — 1. 

1 4 L 
3 À SIN - F7 4-Ssin (5-7 —x 
IT. Soit enfin la fraction _ 1 ( La 
COS (FT7—x) —cos?7 
, . ! 
dans laquelle 7 représente le rapport de la circonfé- 
rence d’un cercle à son diamètre, ou la longueur de 
la demi - circonférence d’un dévele dont le non est 
Punité , et qui se réduit à + lorsqu'on fait x =; 7. 
} 

Différentiant séparément les deux termes de la pee. 
— cos (= 7—x) 

n(57—x) 


x 1 ] 7 
a cot; 7 Ou 1, lorsque Fa 


tion proposée, on a celle qui se réduit 


61. Cependant la règle précédente est en défaut 
lorsque la fraction proposée est affectée de quantités 
radicales qui s’évanouissent d’elles-mêmes lorsque l'on 
fe la variable égale à la quantité qui réduit la proposée 
à car la Hire ete de toute quantité élevée à une 
ER fractionnaire , est toujours affectée de cette 
même quantité, puisqu'elle s’y doit trouver avec son 
exposant diminué d'autant d'unités que l'on y a opéré 
de différentiations successives, et que la différence 
d'une fraction numérique à un nombre entier ne peut. 


jamais être nulle. 
Mais 


L 
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Mais ne considérant d’abord que le cas où les ex2 
bosans fractionnaires sont les mêmes pour tous les 
termes de la quantité proposée, nous allons voir que 
les méthodes dont il faut se servir sont , à quelques 
Modifications près qu'exigent les différentes circons- 
tances que nous exarminerons , semblables à celle enz 
seignée dans l’article précédent. 
| ie 
( 2e dans laquelle Fx, fx 
Cfx )* 


représentent des polynomesrationnels, ét — uñe quan- 
n 


62. Soit la fraction 


“tité fractionnaire irréductible. Si nous ‘supposons qué 
la fraction proposée se réduit à ? lorsque x — a, nous 
devons en conclure qu'elle éprouveräit la même réduc- 
tion si elle n'était pas affectée de l’exposant fraction 


paire —, Ainsi, il faut chercher sa valeur pour le cas 
nl | 

r  NEUR . “1 * « , k 

où étant rationnelle , on y ferait x— a ( art. 60 ) : en- 


e AN e 1 à 9 & ; 442 
suite la fraction proposée n'étant que la puissance — 
| «7 
de celle qu'on d'traitée, et par conséquent lé résultat 
EE À male re m : 
cherché»n'étant aussi que la puissance — de celui 
n | 
trouvé , il faudra donner à ce dernier résultat l’expo- 
sant fractionnaire — de la quantité donnée. 
| n 
a 
3 3N 3 
ge” | ., (a—a 
Par exemple , si la fraction proposée est tm Le 
(x°— a)$ 
j'opère suivant la règle enseignée à l’article 60, sur 
En (1° é 


e . œ e A 4 
la fraction rationnelle = due je trouve être égale 


à 4 
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à 3 a lorsque x — a; d'où je conclus que la frac 


2 2 
tion proposée est — (3a})° dans le cas particulier 
de x— a. 

63. Si une telle fraction était multipliée par une 
autre fraction variable qui ne se réduirait pas à 2 en 
faisant x —a, il ne faudrait opérer par le calcul 
différentiel que sur la première de ces deux fractions, 
et faire seulement la substitution de a à la place de x 
dans la seconde, ce qui, au reste, a également dieu 
pour le cas traité à l'article 60, et à tous ceux que 
nous traiterons dans la suite. | 
+e) VE 
(3x0 x) V (x — a); 


° ’ . "+ O0 A 4 1 O 
qui se reduit à —, ou plutôt à —. - lorsque x — a. 
e) a oO 


Soit, parexemple, la fraction 


Opérant donc seulement sur la fraction radicale, je 
trouve par la règle enseignée dans l’article précédent, 


? Là Le 4 2 | 2 
qu’elle se réduit à 3 LS lorsque x = 4; donc 


GEUEe même is de x réduit la fonction proposée 


à celle 3e LE . 


64. LE maintenant le cas où le nuférateur 
et le dénominateur de la fraction proposée se com- 
posent de plusieurs termes variables affectés dn même 
exposant fractionnaire , et qui s'évanouissent simultané- 
ment en donnant une certaine valeur à la variable. 


Soit représentée une telle fraction par la générale 


m "M 


mt 11 


(fx )"+ Cox)" + etc. 
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ue nous supposons se réduire à celle ? par la substi- 
tution immédiate de la valeur a de x. 

Substituant à la place de & la quantité x+Ax, le 
théorème de T'aÿlor donne 


ee Fx Le ik Ax° 


ja) = 


ET 


+ se it ete." D) etc. | 


me » 


ave 


ete.) + 


LUS 


(+ re HE TRE 


AE 


; (ex + LE 7 Re ae + etc.) + etc. 


mais lorsque x — @, on à 
PR RS ON OR EE O0. SRE MON PUS Os: 


donc la fraction précédente se réduisant aux seuls 
termes affectés de Ax, on aura , en divisant haut et bas 
# m # 
par Ax”, la HER or ; ; 
me | 


=! 


La. Fx . dFxrAx > ie OX , dr Ax 


LOT + etc AT des a). Eee €) 


——— 


(SE . + ÉEu etc c.) yes, te.) +ete 


qui, devant avoir lieu pour toutes les valeurs de 
Az, et par conséquent pour Ax—0o, se réduit dans 


sh 


100 CALCULS DIFFÉRENTIEL 
ce câs à 


(= 2) Fe qe y + us 


COCO 


Si tous les termes de la fraction (c) s’évanouissent 
simultanément en faisant x=— @ , alors la fraction (b) 
se réduisant aux termes affectés de Ax, deviendra , en 


pra di; #) 


divisant les deux termes par =) , et faisant dans la 
fraction résultante Ar =0, 


mm di 


) ï d. «Dr “A LS 
© . 


fx ex a 
“ y de Énen) | Hetc. 
et ainsi LE suite. D'où nous conclurons la règle générale : 


Différentiez séparément les quantités sous leurs ex- 
posans fractionnaires,, sans avoir égard à ces expo- 
sans ; n'écrivez pas la differentielle de la variable , et 
faites la variable égale à la quantité qui a reduit la 
proposée à 2, ce qui donnera le résultat demandé. Si 
par la substitution de la valeur en question de la va- 
riable, une partie des termes de la fraction restante 
s’evanouit et les autres ne s'évanouissent pas, 1l n'y 
aura rien à changer dans ce resultat : mais si tous les 
termes de la fraction résultante s’évanouissent encore 
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d'après la valeur de la variable qui a fait évanouir 
tous les termes de la proposée, vous opérerez sur la 
dernière fraction trouvée comme sur la primitive, et 
ainsi de suite, jusqu'à ce que vous parveniez à ‘une 
fraction res qui ne se réduise plus & ?, d’ ‘après 
la même valeur particulière de la variable qui a 
opéré une telle transformations dans les JArrers pré- 
cédentes. ° 


3 3 

‘ 2 2 

‘ EXEMPLE. Soit la fraction VERTE) 
Va— x — (ax) 
qui se réduit à 2 lorsque x — a. Différentiant 
sous chaque radical , et n’écrivant pas dx , j'ai 
as 3 3 
sYarVe TMS (ae) qui se réduit à - 
14432 1— 4 30° 
Ta (r). 

65. Siles termes radicaux ne s’évanouissent qu’en 
partie paf la supposition de x—a, et si la fraction 
proposée se réduit à 2 par le concours de plusieurs 
termes qui se détruisent mutuellement lorsque x—a, 
alors, par les développemens des fonctions variables 
sous les radicaux suivant le théorème de Taylor, et 
ensuite par le développement des puissances fraction- 
naires , il est clair que tous les termes de la fraction 
proposée se retrouveront dans ces développemens, et 


lorsque 


(*) J'ai choisi cet exemple, parce que le résultat peut aisément se 
vérifier :par la méthode algébrique. En. effet, divisant les deux 
3 


térmes de la fraction proposée par Va — 7, elle se réduit à celle 


— 


V/a+x + Va — x à ! 4 
À ie QU) | lorsqu on fait x — à , donne le même 


1 Va + ax + x? 
résultat que celui trouvé précédemment par le caleul différentiel, 
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puisqu'ils s’évanouissent dans le cas de x = à, il fau- 
dra les effacer ; il ne restera donc plus alors que des 
termes multipliés suivant les puissances ascendantes de 
Ax, depuis la première. Aïnsi divisant haut et bas par 
Aïx, et faisant dans le résultat Axzx= 0, on aura des 
termes qui ne s'évanouiront pas par la x, adex, 
et qui dépendront de ceux qui sont dans le même 
cas dans la fraction Proposée. Enfin l’on aura d’autres 
termes qui seront eux-mêmes fractionnaires, ayant pour 
dénominateur quelqu'un des termes de la proposée qui 
s’évanouissent lorsqu'on fait x—a. Ainsi tous les autres 
termes de la fraction trouvée s'évanouiront par la ré 
duction au même dénominateur , et l'on rentrera dans 
le cas traité à l’article 63 ; d’où il est aïsé de conclure 
que cette manière d'opérer se réduit à la règle sui- 
vante : Ve différentiez dans le numérateur et le déno- 
minateur de la fraction proposée, que les termes qui 
s'évanouissent d'eux-mêmes par une certaine valeur de 
la variable, et vous aurez une nouvelle fraction qui 
sera de la forme de celles traitées à l’article 63, et 
dont , conséquemment , vous évaluerez aisément la 
valeur particulière correspondante à celle de lu variable 
qui, Se immédiate, réduisait la fraction 
proposée à la vague à 


EXEMPLE. Soit la fraction 


Va ta Va +zt Vas 
V'a— x 
qui se réduit à ? lorsque x—« , parce que les deux termes 
du numérateur qui ne s’évanouissent pas d'eux-mêmes 
pour cette valeur particulière de x, se détruisent réci- 
proquement , et que cette même valeur de x fait éva- 
nouir tous les autres termes de la fraction. Différentiant 
donc séparément le numérateur et le dénominateur par 


ET AUX DIFFÉRENCES. 103 
rapport aux seuls termes qui s’évanouissent d'eux-mêmes 


DL a V/a an US ; à 
lorsque x= a, il vient — X >, fraction qui 
54 Var 


se réduit à © lorsque x —a ; mais sa forme étant sem- 
blable à celle des quantités considérées à l’article 63, 
on trouvera, en la traitant comme il a été enseigné 


: ; À ARE UE) ; 
à cet article, qu’elle se réduit à Le lorsqu'on 
fait, Ds: 


66. Si la fraction proposée se compose de termes 
tous élevés à des puissances fractionnaires différentes, 
et qui s’évanouissent simultanément par une certaine 
valeur de x, ilest clair qu'une telle fraction ne pourra 
se réduire à une expression finie de la valeur donnée 
à la variable , puisque les coefficiens de Ax seront eux- 
mêmes divisés par les termes correspondans de la frac- 
tion proposée avec des exposans différens, et dont on 
ne pourra jamais les délivrer d’une manière favorable 
à la réduction à une fonction significative et finie de’ 
la valeur particulière de la variable qui, par une substi- 
tution immédiate, réduisait la proposée à l'expres- 
‘sion 2. ; 


67. Mais il en est autrement pour les fractions qui 
ne se réduisent à ? qué parce que leurs termes affectés 
de radicaux différens , se détruisent mutuellement en 
donnant à la variable une valeur païticulière, sans 
s évanouir d'eux-mêmes , puisqu’alors les coefliciens de 
Ax n'ont plus de dénominateurs qui s’évanouissent. 
Ainsi , il est aisé de voir que les coefliciens de Ax 
n'étant que les différentielles des termes dé la propo- 
sée , divisés par dx, il ne faudra que différentier sé- 
parément le numérateur et le dénominatedf de la frac- 
tion proposée, en n'écrivant pas dx, et à faire dan 
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ta fraction résultante, la variable égale à la valeur qui 
a réduit la proposée à, ce qui est Ja même règle que. 
celle prescrite à l’article 60. 


EXEMPLE Soit la fraction 


fée Sables eme 
V'ax +7 — V/oux+00 
DE ERE TMS HUE D PI HOUR LA du 
Varia — V/15atx$ Hi 7ax2 
qui se réduit à 2 lorsque x = a. 


Différentiant le numérateur et le dénominateur sans 
écrire dx , il vient la fraction 


Dci r di q LS 
Sy/Cx+oax Voart+a 
7 Gen + RAS Dax? goatx® + 153ax° 
À VE x$+ 15a°x°y$ F5 V'GSataf+iqaxs) 
160 


qui, en faisant x — «a, se réduit à -—— Gg3a: 


L. 


CHAPITRE IX. 


De la méthode des maximis et minimis. 


68. S: une variable y de laquelle dépend une fonc-. 
tion variable, après avoir augmenté successivement , 
diminue , l’état de sa plus forte grandeur , qui est celui 
où la variable e passe de son accroissement à sa dimi- 
gution , s'appelle maximum ; et réciproquement , sk 
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cette variable y, apres avoir diminué successivement , 
augmente, l’état de la moindre grandeur ; qui est celui 
où elle passe de sa diminution à à son accroissement , se 
nomme son Minimum. 


Nous appellerons, pour abréger, ces Heux états de 
grandeurs considérées ensemble, ëxirémes grandeurs. 


Les moyens qu'emploie l'analyse pour déterminer 
les maxima et minima ou extrêmes grandeurs des 
fonctions variables, sont compris sous la dénomination 
de la méthode des maximis et minimis. C'est de cette 
méthode dont nous allons nous PeCnpRS # 


6g. Soit Dao (a), 


et cherchons , 1°. la valeur qu’il faut donner à la va- 
riable x pour que sa fonction y soit d'une extrême gran- 
deur; 2°. les conditions nécessaires pour que la fonction 
variable" y soit susceptible de devenir d'une extrême 
grandeur ; 3°. quel est celui des deux états d'extrêmes 
grandeurs qu'a atteint la fonction y de x, lorsqu'on 
a donné à cette dernière variable la valeur conve- 
nable pour que sa fonction y soit un maximum ou un 
minimum. 


Représentons par y” ce que devient y ou Fx lorsque 
æ augmente de la quantité Ar , et par ‘y ce que de= 
vient y lorsque x diminue de la quantité Ax. On aura 


donc, d’après le théorème de Taylor (art. 38), 


1 4e Pre d'y An dy AxS 
DR tes cad ana 3 


diy Axt 
MURAT 22 Z. rats MA 


les signes supérieurs pour y’, les inférieurs pour ‘y, 


et Ax étant pris assez petit pour que chaque terme de 
la suite (b), à partir du second , soit plus grand que 


2 


106 CALCULS DIFFÉRENTIEL 


la somme de tous les autres, ce qui peut toujours se 
faire (*). Or, il est évident que la fonction y ne peut 
être d'une extrême grandeur , et par conséquent plus 
grande que celles y et ‘y, ou plus petite que ces 


ù dy d % 
mêmes quantités, tant que _. Ax sera une quantité 

ka ri à . dy | 
différente de zéro , puisque si Ty AT avait une valeur 


significative, la sn y se trouverait comprise entre 


celles y” =y+® JA ete. et y=y a + ete. 
1] faut A tu que y soit d une extrême grandeur , 
dy 


que -— Ar — 0, équation qui ne doit pas être satisfaite 


dx 
en faisant Ax — 0 y Ce qui donnerait y y = = Y, 


mais qui doit l'être en faisant 9 —0o; donc différen- 


dx 


tiant la fonction proposée Fx, égalant sa différentielle. 


(*) En effet, représentant respectivement par A, B...... les 
d ddy ® \ I 

coefficiens différentiels = 22 À GA .... et faisant Ax —=-,on aura 
dx” dx: œ 


pour un nombre indéterminé m + 1 de termes, ct abstraction faite 
des signes , la suite 


À  B P Q Aoum+ Bom-:...+Po+Q 
= HO EL +— + —— , où tr" 
æ œ? œ œm+i œm+t: 


Or, on démontre en algèbre que æ peut toujours être pris assez 
grand pour que le premier terme du numérateur de la fraction 
précedente soit plus g grand que la somme de tous les autres; donc 
«+ Ja différence Az étant en raison peau de w , pourra être prise 


dy 


assez petite pour que le terme AAzx ou Es Ax de la suite (à) soit 


plus grand que la somme de tous ceux qui sont placés après lui ; 
et enfin généralement Azx pourra être prise assez petite pour que 
chaque terme de la suite (2) soit plus grand que la somme de tous 
cenx qui se trouvent sur sa droite. 
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à zéro, on aura une équation en x qui, étant résolue, 
fera connaître les valeurs qu'il faut donner à x pour 
que Fx ou ÿ devienne d’une extrême grandeur, si 
cette fonction variable en est susceptible ; c’est ce qu’on 
déterminera aisément en observant que l'équation 


D = o , ayant réduit celle (b) à la forme 


LS 


retot, 


Y=y LS A pr 
RM ETS0 msia ST AUS TE 


nécessairement y sera plus grande ou plus petite que 


les d ms 
es deux quantités Va nEt y: tant dhe nr ANS 
valeur différente de zéro; plus grande, si la valeur de 


ddy 


as sst négative, plus petite, si cette valeur est positive; . 


donc dans le premier cas, ÿ sera un maximum , et 
ddy 
dx? 
s’évanouit par la valeur de x qui a satisfait à l'équation 
; 3 
To, sans que La 
valeur de x, alors nécessairement ÿ est compris entre 
et ‘y; doùc cette fonction, variable n’est pas 
susceptible d'une extrême grandeur correspondante à 


la valeur en question de x. Ce serait le contraire si 
FRE s'évanouissait en même temps que les termes dif- 


dans le second , ÿ sera un minimum. Mais si 


s’évanouisse d'après la même 


div 
férentiels précédens, sans que Fe s’évanouit , alors y 
0 . à : d'y 0 f 
serait un maximum si la valeur de —- devenait né- 


dx 


ire “EL 
&ative, et un minimum , si la valeur de TT était posi- 


dxt 
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tive, puisque dans le premier de ces deux cas, on 
aurait Y> y" et que ‘y, et que dans le second on aurait 
y Ly' et que ‘y. é 

Par une suite de raisonnemens semblables, on dé- 
montrera généralement que si la valeur de x, déduite 

pie USE | L 
de l'équation _ —o, fait évanouir tous les coeffi- 
œ 
ciens différentiels jusqu'à un de ceux de l'ordre impair 
inclusivement , la fonction dorinée d’une variable sera 
susceptible ‘d'une extrême grandeur , cette extrême 
grandeur sera un maximum , si la valeur du premier 
coefficient différentieMqui suit celui évanoui d’un ordre 
impair, et qui conséquemment est d’un ordre pair , est 
négative ; et l'extrême grandeur sera un minimum si 
la valeur du coefficient différentiel dont nous venons 
de faire mention , est positive. Mais si tous les pre- 
miers termes différentiels s’évanouissent par la valeur 
Q Q d Q 1 
de x déduite de l'équation = o jusqu'à un terme 
LA 

de l’ordre pair inclusivement , la fonction variable ne 
sera plus susceptible d'une extréme grandeur. 

Nous n'avons considéré dans ce qui précède qu'une 


CES . dy 
seule valeur de x; mais l'équation Ts = x = © pou- 


vant être d’un degré supérieur au premier, cette équa- 
tion donnera plusieurs valeurs de æ , qui toutes, ou en 
partie, pourront rendre la fonction proposée de cette 
variable d’une extrême grandeur. 


Eclaircissons cette théorie par quelques exemples. 
I. Trouver les extrêmes grandeurs de la fonction 
à — Da + x + g....(C), 


si elle en est susceptible. 


C2 
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Egalant la fonction (c) à Y » différentiant l'équation 


résultante et faisant — 0, on a 


dx 
dy b+4/b°-3a 
(4)... Sax — —2bx+1—=0 y LOL —..(e): 


Or ces deux valeurs de x ne peuvent être réelles, et 
par conséquent la ormule (c) n’est susceptible de ‘ 
venir d’une extrême grandeur que si D n’est pas plus 
petit que V/(5a), c'est ce que noussupposerons. Diffé- 
rentiant l'équation (d) , il vient celle 
- ddy 
dx? 
et y substituant les valeurs de x données par QUE 
tion (e), on a 


— 6ax— 2b, 


ddy re 

CES rEMES 

a Ce a V b?— 5a. | 

Ainsi b* étant d'abord supposé >> 3a , la formule pro- 
à b b?— 

posée a un minimum qui correspond à x— APS f 


uisque pour cette valeur de x celle de dy est po- 
LE à dr 


_ sitive; et la même formule (c) a un maximum qui cor- 


respond à x — mA Re » puisque pour cette va- 
leur de x, celle de ee est négative. Substituant suc- 


cessivement ces deux valeurs de x dans la formule pro- 
posée (c), on a pour son minimum 
(6a— 2b°)V/b—3a sue 243€? + + gab— — ob" 
| 218€ N. 
et pour son maximum 
2430 + ab — (6a— ob?) V/b° —3a — ob 


27. 


110 CALCULS DIFFÉRENTIEL 


. , + dd. . t ; 
Si l’on avait eu b?—3a, alors ns serait devenu =—=6, 


et par conséquent la formule proposée (c) n'aurait 
pas été susceptible de devenir d'une extrême grandeur; 


RARE DE CE 
car on aurait eu outre l'équation -= — o, celle 
+ dx? 2 


“ 
d° .: p . , ’ , 4 1: 
68, quantité qui n’est pas nulle d’après l’hy- 
pothèse. 
IT. Déterminer quelles sont les extrêmes grandeurs 


de la formule p (x—b}", si elle en est susceptible, 
Egalant cette formule à y, différentiant et faisant 


Y 
—— == O0, on à 
dx À 


(PIS mp (z— be 0, d'où x=D...(g). 


Prenant les différentielles successives dé l'équation (f), 
on a celles 


dd 

(mp Cab); 
RUE RS 
—<—m(m—1).....2p (x—b), 


dans lesquelles les seconds membres se réduisent tous 
à zéro lorsqu'on fait = b ; maïs par une m'°"° diffé- 
rentiation, on aura 

dy 

dx" 
donc si m est un nombre pair, tous les coefliciens 
différentiels jusqu'à celui de l'ordre impair m—1 in- 
clusivement , s'étant évanouis par la valeur de x—b, 
et celui de l'ordre pair m n'étant pas nul, et de plus 
étant positif, il s'ensuit que la formule proposée est 


L] 


=m(m#1)......2.1p; 
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ün minimum lorsque x— bd, ce qui la réduit à zéro. 
Mais si m est un nombre i nat alors tous les"@oeffi- 
ciens différentiels jusqu’à celui de l’ordre pair m—2 
inclusivement, s’évanouissant par la valeur b de x , et 
celui de l’ordre impair m ne s’évanouissant pas, il s'ensuit 
que la formule proposée n’est pas susceptible de deve- 
nir d’une extrême grandeur. 


IT. Etant donné un nombre a, le partager en deux 
parties , de manière que la première élevée à la puis- 
sance m étant multipliée par l@ seconde élevée à la 
puissance n, donne le plus grand produit possible, 


Soit x l’une de ces parties , l’autre sera a = x; donc 
pour satisfaire à l'énoncé de la question, il faut que 
x" (a— zx)" soit un maximum. Egalant cette for- 


LE à y et différentiant, on a 


1 dy = m(a— x) px (a — Lx)! 


dx 
=(a— rx) am X[m(a—zx)—nx]....(h). 


Différentiant une seconde fois , il vient 
ddy 
dx? 
à x {Cm (a—x)—nx }—{[m Co næ]} ARC E (Lai 


Or , la question sera résolue si nous trouvons parmi 


F — ee (É a—x) Éa À 


Ar Re 
les facteurs de la valeur de _ , une quantité qui, 


LA | \ . 2 d 
égalée à zéro , rende négative la valeur de d'; c'est ce 
L: 


dx?” 


que l'on trouve sans peine , puisque faisant 
* 


at ma 
m(a—x)}—nx—=o, d'où xæ — a 
à ] m+n af , 
ÿ ! dd j LORS 
nécessairement la valeur de nv est négative, Ainsi le 


dx? 


LA 
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produit demandé est +) - Faisant 


m—=n= 1, alors ce Ru se réduit à = = ; d'où nous 


conclurons que de tous Jes rectangles ayant pour pé- 


rimètre 2a , le plus grand est le quarré, puisque l'aire 
3 
de ce quarré est = —, , 


La valeur de La d' 
d'C TR 

à zéro en faisant x—0o et x — a. Or, je dis que là 
première de ces valeurs de x donnera pour celle de y 
ün minimum, si m est un nombre pair; eat suppo- 
sant m—2p, p étant un nombre entier et positif , 
toutes les différentielles successives de l'équation. ... 


at. (4)] peut encore se réduiré 


yÿ—zx" (a—x)" s’'évanouiront jusqu’à celle de l’ordre2p.. 


2P 


exclusivement qui sera I — 2p (2p—1)...(a—x)" 


+- une suite de termes qui s’évanouissent tous lors= 
que x —o. Ainsi, faisant x — 0, on aura 
2 " * 
PT = p (ap—1).......241 qe: 

valeur qui, étant positive, nous indique qu'à T—a 
fépond un minimum de y; ce qui au reste pent se 
déduire à priori de la seule discussion de la formule 
proposée x" ( a— x)" qui diminue sans cesse à me- 
sure que x diminue, jusquà ce que x étant =0, 
cette formule s’évanouit elle-même. Mais x après avoir 
été nulle prend des valeugs négatives, et la formulé 
précédente devient alors (—x)" (a+x)" ou x”"(a+x}", 
puisque m est un nombre pair; ainsi elle va toujours 
croissant à mesure que les valeurs de la variable x 


augmentent. 
| Mais 
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Mais si m est un nombre impair 2p Em 1, toutes les 
différentielles successives s’évanouissent jusqu’ à celle de 
l'ordre impair 2p + 1 exclusivement qui, lorsqu'on 
fait x —o, donne 
dp+: ee 
ES er Die 2.4 ; 


donc alors x —o ne correspond à aucune extrème 
grandeur de x (a— x". 


Quant au facteur G —— ZX —O qui donne _. = Ô 


[ équat. (h)1, on démontrera, par un raisonnement 
semblable au précédent, que x= a répond à à un mu- 
mimum de la fonction variable proposée, si n est un. 
nombre pair , mais que si z est un nombre impair, 


6 ET donnera aucune extrême grandeur de 
a" (a— x}. 


IV. Etant donné un point D dans un angle droit Fig. x. 
ZAU, mener par ce point une ligne BDC qui soit la 
plus courte de toutes celles qui, passant par le point D , 
se terminent aux côtés de l'angle Z' AU. 

Soient pris AU et AZ pour axes respectifs des 
abscisses et des ordonnées ; représentons par a et b les 
coordonnées AE , ED du point donné D; par 4 l'or-- 
donnéé et par u l'abscisse d’un point quelconque de la 
droite cherchée BC ; enfin représentons par & la tan- 
gente trigonométrique de l'angle BCU que doit former 
Ja ligne inconnue BC avec l'axe des abscisses. Nous 
aurons donc pour équation de cette dernière ligne 


g—b——0(u—a).:..(k). 
Faisant dans cette équation #—o, onazou AB—@ 5 +b : 
et faisantz—o, l'équation (k) donne u ou AC — fée 
8 


Fig. 1. 
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{ 


—  (b+a} (+1) 
BC — ST :CL)5 
mais représentant par x la quantité inconnue BF , on a 
T : 
RE donc faisant aussi pour abréger CB=Y, 
on aura l'équation 
CbæzY (+) 
D NO ee alor» » UD) 


qui étant différentiée deux fois de suite, donne suc- 
cessivement 


ddy … @(2ab+3bx"—x") (0) 


et nes 
TX x° (æ? + a)? 
dy 
Faisant -— —=0o, on à 
Ep 


PYAuS 
x—=— Vab......(p) 
ou , abstraction faite du signe négatif qui est seulement 
relatif à la position de x par rapport à b, on a 


M'A 
Lis V' ab : 
qui, évidemment, répond à un minimum , puisque cette 
valeur de x substituée dans l'équation (o), rend la 


dd va 
valenr de _ positive. 

Le signe négatif de la valeur de & [équat. (p)] est 
relatif à la position de x opposée à celle de b, con- 
sidérée comme positive relativement à la droite FD 
qui passe par le point donné D. Ainsi, abstraction faite 


‘du signe qui précéde la valeur de x ; on construira 
3 


l'équation x— Wab par le moyen de l'intersection 
de deux paraboles dont l’une a pour équation x°—ay, 
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et dont l'autre est le lieu de l'équation : Y'= bx, cefis 1 
qui donnera Île point B, et menant par ce point et 
le point donné D la droite BDC; celle-ci sera le mini- 
num demandé. 

SO =D où a xX = a-b (0016 par conséquent 
le minime cherché BC. ét là bise d'un triangle rec- 
tiligne isoscèle, ayant chacun des deux côtés de l se 
droit — a. 

V. De tous les triangles rectiligrie® qi qui ont pour pe Fig 2 
rimétre la quantité 2p, trouver celui qui renferme le 
plus d'espace entre ses trois ‘côtés. 

Soit ABM le triangle cherché, réprésentons respec— 
tivement par 8, æet a la base AM, lé côté BM et lé 
côté AB. Cela pose, représentant par y l'aire du 
iriangle cherché, on aura 


y= V’pp-a -à)(p-x) (p- TB)... (q)[Legendre, ñot.V. SD: ER 

Mais a—2p—x—8, ce qui change l'équation (g) en celle 
y = VOTE) GE) =) 

‘qui , traduite en logarithme, donne 

2 =p#ÆUx+B—p}+t(p=x)+ Ip), 

“et différentiant , il vient 
_Dœo=0)-AVPGED. 

Es 


Aïnsi on ne peut satisfaire à l'équation PL = (ed 
: TL 


A (7): 


‘en ne considérant d’abord dé variables que celles x et y, 


(*) Si l’on substitue ectte valeur de x dans celle de + A m)] + 
il faut mettre — b à la place de x dans (b—x)2, de même que dans 
la ation génér ale, on doit mettre à la place de x sa valeur négative 


ès Ve cé signe négatif appartenant , comme nous l’avons déjà 
dit, à la position renversée de x par rapport à , 


Fig. 2. 
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comme nous l'avons supposé par la différentiation ; 
qu'en faisant 2(p—x)—£@—o, d'où 


CALE p ms ÉLUS 8 V'p(p—8)...(@. 


Pour connaître si cette valeur de y est un maximum 
comme l'exige la question proposée , différentions l'é- 
quation (r), ce qui donne 


day”. L7 p (p—8) 
dx? (p—x)(B+x—p) 
plus une quantité qui s’évanouit lorsqu'on fait x=p—; 6; 
donc pour cette dernière valeur de x on a os qui a 
une valeur négative ; ce qui indique que la question 
a été résolue relativement à la valeur qu'il faut donner 
a x. Or , remarquons que pour cette valeur de x 
Léq. (91 ,onaa(=2p—x—8)—p—;8; donc 
a — x; ainsi le triangle ABM ayant ses deux côtés 
AB, BM égaux, on en conclura d’abord que de tous 
les triangles d’un même périmètre, les isoscèles sont 
les plus grands. Actuellement afin de connaître quel 
est parmi ces triangles isoscèles celui qui est le plus 
grand , différentions l'équation (t) par rapportàyet&, 
| dy _:C2p—56) Vp 


ce qui nous donne = équation qui 
’ Fi 4VP—e 
ne peut satisfaire à DE o qu’en faisant 8—;°p, 


valeur de 8 qui répond à un maximum ; car diffé- 
rentiant l'équation différentielle précédente, on a 
aie (APE) VB 
dé 8(p—6) Vp—8 
lement négative, puisque si on avait 38 >, ou même . 
— 4p, il s’ensuivrait que.le côte 8 du triangle serait plus 
grand que la somme des deux autres. Ainsi on a pour 


, Valeur qui est essentiel- 
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y maximum 8 —5p;mais x—a—=p—;} REP SP 2P, 
donc les trois côtés du triangle demandé sont égaux 
entre eux. D'où il suit que de tous les triangles d’un 
même périmètre, l’équilatéral est le plus grand possible, 


70. Nous n'avons déterminé dans l’article précé- 
dent que les extrêmes grandeurs des fonctions d’une 
seule variable; nous allons dans celui-ci nous occuper, 
des mêmes recherches pour les fonctions d’un nombre 
quelconque de variables. 


SotU—=F(x,y,z....);ilest clair, d'après la 
théorie développée dans l'article précédent , que si 
nous considérons toutes ces variables x, y,2...... 
excepté une seule comme ayant les qualités requises 
pour rendre U d’une extrême grandeur , il ne faudra 
que disposer cette seule variable à avoir la même qua- 
lité, c’est-à-dire différentier l'équation U—F (x, y,2...) : 
par rapport à U et à la variable en question,ensuite faire 
le coefficient de la différentielle de cette même va- 
riable —0. Or, comme ce raisonnement peut s “a 
quer successivement à toutes les variables x > Ys Z..9 
et que la différentielle totale de U, en ne ardt 
aucune variable comme constante , renferme toutes 
les différentielles particulières dont nous venons de 
‘parler, ils’ensuit que pour trouver l’une des deux gran- 
deurs extrêmes de U, il faudra différentier à l’ordi- 
naire l'équation U—F(x, Y,2:...), ensuite égaler 
à zéro les coefficiens des différentielles dx, dy, dz..., 
ce qui donnera autant d'équations que de variables, 
par le moyen desquelles on trouvera les valeurs de 
chacune des variables qui conviennent aux grandeurs 
extrêmes de leurs fonctions U, lorsque cette dernière 
fonction variable en sera susceptible , ce qui se déter- 
minera par certains caractères que nous allons faire 
connaître. 


+ 
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71. Supposons d'abord, pour plus de simplicité, 
que U n’est fonction que de deux variables x et y; 


soit de plus 
dU=—d.F(x,7y) = Pdx + Qdy....(a), 

P et Q étant ou pouvant être des fonctions de x et 
de y; donc | 
$dP— Adr+Bdy, dQ=Bdx + Cdy}...(6) (“a 
À, Bet C étant encore ou pouvant être des fonc- 
tions de æ'et de Y. Donc ee di et dy conime 
constantes , nous aurons 

ddU —(Adx+Bdy) dx-+(Bdr+Cdy) dy. .(c)< 


Mais P et Q devant être égalés à zéro pour déterminer 
l'une des extrêmes grandeurs de UÙ , ainsi que nous 
Vavons démontré précédemment , AE aurons 


Adr + A SCI EI oi 
et Dax + Cy = oO dy =; 
introduisant d’abord la valeur de dx dans l'équation (c}, 


il vient = Les AGE ; et introduisant la valeur de 
ddU AC-—B: 


dy dans la même SATA (c), on àa-— es FPT ET x 


[“1 Le coefficient de dx dans la valeur de dQ , est toujpurs le 
même que celui de dy dans la valeur de dP : en effet, U étant 
fonction de x et y , on a dU = d*U + drU, et ddU ed U 
+ drdxÙ + dsdrU + drärU ; où drdrÙ — d*drU [art (54) ; 
donc les coefficiens de dy et de dx dans les expressions ee 

dsds U 


e£ sont ÉSaUXx., 
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Or., si U était fonction de la seule variable x, ce qui 
donne dy = 0, alors l'équation (c) se réduirait à celle 
ddU 
—— —= À, et si y était seule variable, ce qui donne 


dx? 


dx — 0, l'équation (c) se réduirait à celle Te — CG; 


Donc dansle cas de y constante , il faudrait pour que 
U devint maximum, que A fût négatif, et pour que 
U devint minimum, il faudrait que A fût positif 
[art. (69)]. De même dans le cas de x constante, il 
faudrait pour que U devint maximum , que C fût né- 
gatif, et le minimum de U n'aurait lieu que si C était 
. positif. Mais lorsqu'il y a concours des deux variables, il 
faut pour que U soit un maximum , que À et C soient 
tous les deux négatifs, et puisque dans le cas des deux 

D ddU AC—B  ddU AC—B J 
variables on hs DA RE ji ÉTo 
faut encore que les seconds membres de ces deux der- 
nières ‘équations soient négatifs, ce qui ne peut avoir 
lieu que si AC >> B*, car dans le cas contraire les nu- 
mérateurs étant négatifs, et la condition du maximim 
étant aussi que À et C soient négatifs , il s'ensuivrait 
que les valeurs des fractions différentielles du second 
ordre seraient positives , ce qui est Contraire au caractère 
du maximum. 


De même pour U minimum; i faut que À et C 
; ire AC—B? AC—B° 
soient positifs, et que ï et — 


positifs, ce qui ne peut avoir lieu qu'en tant que 
AC>>B°,cardansle cas contraire, lé numérateur serait 


négatif et le dénominateur serait DOS BEN ce qui donne- 


| Re d dau 
vait des valeurs négatives aux fractions af Ur » 
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et est le caractère contraire au minimum. Ainsi, pour 
nous résumer , nous allons rassembler les caractères qui 
indiquent les extrêmes grandeurs de la fonction U des 
deux variables y et x. 


Le 


à dx? r 
U maximum négatifs 


d''U | 
dy d'°Ud'YU (Ed) U)’ 
d:U drdy® dx*dy* 


dx? ae 
Ü es :ppositifs 
æu(* 
dy? 
EXEMPLE. Diviser un nombre donné a en trois par- 
ties telles, que la première étant élevée à la puissance 


m, la seconde à la puissance n et la troisième à la 
vrustunbe P; le produit soit une extrême grandeur. 


Soient x et y les deux premières parties demandées 
de a , ce qui donne pour la troisième a —x — y. Ainsi, 
représentant par U le produit des trois puissances res- 
pectives m, n, p de ces trois quantités, on a 


. U=aÿ (a—zx—y}.....(d); 
donc | 
d'Ü M 
AE Re Con ha (Ne 
et. : 
ce D: 
| Heure (ax) In (a—2—y) —py].. Ve ts! 


Faisant ŒU — Oo, l'équation résultante en (e) peut 
être satisfaite en posant successivement les équations 


{Y=0, LEO, Axe ÿr= 0, m(a—xy)—pr=0 }...(g) L 
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et faisant d'U — o , l'équation résultante en (f) peut 
être satisfaite en posant successivement les équations 


{y=0, x=0, a—x—y—0, n(a—x—y)—pz—0 }...(h): 


Or, les trois premières équations du groupe (£) étant 
respectivement identiques avec les trois premières du 
groupe (A); d’ailleurs donnant toujours le produit 
cherché U — o, nous les rejetons, et ne considérant 
que les dernières équations de ces deux groupes, nous 
avons par la méthode ordinaire d’élimination 


ANNE J Mr, 
7 m+n4p. Yn+ntp 
: À \ a 
donc la troisième partie a— Ty est — LR # 
ii y mn Ep 


Ainsi dans l'une de ses extrêmes grandeurs , on a la 
variable 


er (rt) Ce ) (2). 


Afin de déterminer si cette extrême grandeur est un 
maximum , ou si elle est un minimum, observons que 
l'examen du cas particulier m—n—p=—1 nous éclai- 
rera sur l’état de grandeur de la formule trouvée, 
comme le cas général , puisque la formule générale (1) 
que nous venons de trouver étant ramenée à un cas 
particulier , conserve sa qualité de grandeur dans ce 
dernier cas. | 


Nous avons donc dans le casde m—n=—p=1 , U—xy 
(a— x— 3) , et les équations différentielles (e)et (f) 
se réduisent à celles 


dŒU d'U 
RE à (a—2xz—7y), à = TL AM a 27 , 


2 


k. 
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d'dY'U 
drdy 


Mhultipliant entre elles les deux premières équations 


1 
= À. 


et ER O RETAATzE 


différentielles du second ordre, le produit des deux 


seconds membres est 4 da? et quarrant la dernière équa- 


gr 


tion différentielle. trouvée, le quarré de son second 


À die TR: 


1 | 
membre est J a. Or, “a >> - a*; donc la valeur . 


trouvée à U dans le cas particulier dem—n =p—= 1 
est un maximum , et par conséquent aussi dans le cas 
Géngral, on à 


ji BE Gen) (Ra EE 
qui est un maximum. 


Il est aisé de voir d’après la loi qui régit ces trois fac= 
teurs, que quel que soit le nombre de divisions que l’on 
D faire éprouver à la quantité a en élevant res- 
pectivement ces parties aux puissances m,7,p,q.- ‘ 
le maximum du produit de toutes ces Bt sera 


Grecs) Mémsr » 


RU rer RE em 


et Si toutes les puissances sont égales à m, le maxi- 
mum du produit des N parties de a élevées à la puis- 


mN 
déni 
sance 771 SET = 
N 


72. Déterminonsmaintenant les conditions qui doivent 
avoir lieu pour que la fonction Ü des trois variables 
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æ, y, z trouvée par la méthode enseignée à l’article 70, 
soit une extrême grandeur. 
Différentiant l'équation U=—F (x ,Y;Zz),;ona 
dU — Pdx + Qdy + Rdz; 
et différentiant une seconde fois en considérant les dif- 
férentielles dx, dy et dz comme constantes , il vient 


ddU—=(Adr+Bdy+ Cds) dx +(Bdx+-Ddy+ Eds) dy | 
+ (Cdx+Edy+Fdz) dz...... (a). 


Faisant successivement yetz constantes , x èt z cons- 
tantes , enfin x et y constantes, il vient rédpéetitément 
à ces Fos differentes AE A 


dau ddU ddÜ 1 
Fe tn DS case ne b). 
de EX dy? D; dz* F} (0) 


Donc pour Ü maximum , il faut que les quantités À, 
D,F, après y avoir substitué les valeurs de x, y 
et z provenant des équations P—0, Q—o,R—=o, 
soient toutes négatives ; et pour U minimum, il faut 
que ces mêmes quantités À , D, F soient positives. 

Mais des équations posées P— 0, Q—0o et R—=o, 
pour les extrêmes grandeurs, on tire 


. dP= Adz + Bdy + Cdz — ‘4 
dQ = Bdx + Ddy + Edz = 0:......(c). 
dR = Cdx + Edy + Fdz = di; 


Des deux RARES Mu dè ce groupe, 'on tire 
celles 


{ a, — BC—AE)& 


AD=È:  ? d= ci 


(a). 


(BE—DC)dz | . 
ADR $ 
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Des première et troisième équations du même groupe 
(c), on déduit celles 


{ do (CB) dy y 2 (Br atan 
AF—C? AF—C: 


Enfin les deux dernières équations du groupe (c) 
donnent. celles 


‘y ay ŒC-—FB) dx 


DE dz — 


Substituant successivement dans l'équation (a) les va 
leurs de dy et de dx [ équat. (d)], celles de dx et dz 
[ équat. (e)], enfin celles de dy et de dz, [éq. SL 


il vient les équations 


ddU _ AFD+ 2BÇCE — (AE°HFB'+DC?), 


(EB - DC) dr 
FD—E: } E 


ET ADO el AE) 
ddU __ même numérateur cm) 
dy PRO SRE Pat Denon AN AT 
ddU même numéruteur LE 
del PE CED etes dde DTA (&), 


dans lesquelles les signes des seconds membres doivent 
être les mêmes que ceux des quantités A, D,F, 


ddU ddU 


auxquelles se réduisent les valeurs de dan dj et 


ddU 
Da > lorsqu'on ne considère qu'une seule variable 


comme telle. 


EXEMPLE. Déterminer st U—ax—bxy+czx+y2" 
est susceptible d'une extrême grandeur. 


Différentiant la proposée, on a 


dU — Gux—by-er)dr(Gr—2)dy+ (cx+2yz)dz; 
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donc 


P—2ax—by+cz, Q——bx+2, R—cox+2yz; 
et égalant ces quantités à zéro ,ona 


bc? _—c —bc 
FIRE ANT Mn 


Différentiant les valeurs de P , Q et R, il vient 


2adx — bdy+cdz—0o; —bdx + 921d2 = 0; 
cdx + 2zdy + 2ydz —0; 


b 
donc A—2a,B——b, A mt 2H D ur A Fa 


2€ 
2 


C 

Et PF Sy Rd 

Or , les deux quantités À et F ne sont pas de mêmes 

signes ; donc la formule proposée n’est pas susceptible 

d'extrêmes grandeurs , puisque le caractère du maxi- 

mum est que les trois quantités A, D et F soient 

négatives , et que celui du minimum est que les mêmes 
quantités soient toutes positives. 


CHAPITRE X. 


Du developpement des fonctions d’un nombre 
quelconque de variables après leurs varia- 
lions respectives. 


73. 1 théorème de Taylor ( art. 38) fait connaître 
ce que devient la formule variable fx, lorsqu'on y 
substitue x + Ar à la place de x, et va nous con- 
duire d’une manière très-simple à déterminer ce que 
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devient une fonction de plusieurs variables à, ÿ ; 4.2 - 
lorsque ces dernières varient respectivement des quans 
tités Ax, Ay, 4z.... En effet, considérons d'abord 
Ja Fonction de deux väriables f(x, z) que nous 
_représenterons par © ; de plus faisons MN (x, y+Ay); 
et représentons par «” la fonction f(x <+ Ax, y + 4y) 
dont nous cherchons le développement. 


Considérant d’abord dans «* la quantité y +Ay 
comme une quantité constante , et cherchant ce qué 
doit devenir alors «” dans son passage à 0’, c’est-à- 
dire, lorsqu'on y substitue x+ Ax à la place de x, 
on a, ne le théorème de Taÿlor, 


do" Ax* ce "A 
2 


5.3 AA etc...(a): 


4 
& => 


Mais © étant fonction de x et de y, on aura, en né 
considérant que + comme variable , et deétehäst dans 
ce cas-là ce que devient « lorsque T'oh enbstifie dans 
sa valeur f(x, y) la quantité y + Ay à la place de y, 
c'est-à-dire du passage de w à w*, on aura , dis-je, 


dre Aÿ", d'a à 
nn Lou TA +7 + tes 34 etc... (B). 


Prenant successiyement les différentielles première ; 
seconde , troisième. ... en x seulement de l'équation 
(b),ona 
æ AU — x = d) (2) Ge D] Ay° d°d3r. €) ie à 
d'o" = dfw HSE dÿ ——— À SAS bar Ar Ta TOPATET pe are etc.. te ) 
D Cd pisse ddr Fe 
… dy 2 dy° 
ie, x Es SE sr 3 hetc...(d) 


DEEE 0 He — Eu DAURNE + En 


2 +etc.. (d) 


a 
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Substituant dans l'équation (a) la valeur de w” [éq. (b)], 
et celles de d'o", da", do". , .[éq. (c),(d), (e1...1, 


on a l'équation 


do Ay° d'}» Ay° 


@ ea À de Mr = dy 58 + etc. 
A ds Ax? dt» Ar? 
TP ae Pan dome) Eve Er 
dde ddr 5 Ax 


Ax°Ay 
AE HOT AMP TE P7 dE HT 


d®d°}: EX 
MEET AT dxdy* EU 


dans laquelle la première colonne verticale affectée 
de fractions différentielles, se compose du second terme 
de la valeur de w" [ équat. "@)] et du premier de l’équa- 
he Lt Az Û 
tion (c) multipliée par FA La seconde colonne verti- 


cale se compose du troisième terme de one (b) , 


et du 


Ax 
22° 
»1 : cor Ax its 
second de l’équation (e) multipliée par FES La troisième 
colonne verticale se compose du quatrième terme de 
l'équation Ce du premier de l’équation (e) multi- 


du premier de l'équation (d) multipliée par 


pliée par ——— — = —, du second de l'équation (d) multi- 


pliée par 


“a 2 
me du troisième de l’ équation (c) mul- 


ue, Ax | À ; CP . 
tipliée par et continuant de même, il est aisé de voir 
3 & ! 


comment on formerait les colonnes suivantes, 
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74. Un calcul semblable nous ferait connaître le 
développement de f(x,y,2) lorsqu'on y substitue 
æ+HAx,y+Ay, z + Az à la place des variables res- 
pectives x, y, z; et ainsi de suite pour un nombre 
quelconque de variables. Mais en considérant avec 
quelque attention les formules 39 (art. 38) et 57 
(art. 73), il est aisé de faire une observation qui 
nous servira à trouver généralement le développement 
de f(x+Ax,y+Ay,z<+Az....),et à prolonger 
indéfiniment ces développemens sans-avoir davantage 
recours aux procédés employés dans l’article précédent: 


En effet, si dans la formule (39) [art. 381 , on fait 
passer l'indice de l'ordre de différentielle de y comme 
puissance de la différentielle, c’est-à-dire qu'au lieu 
d'écrire généralement pee on Son dy", on aura 

d ÉLR Ax 1 /dyAx 
y —Y TEA __… Êts + T | + etc 
Mais e représentant la base du système des loga= 
rithmes néperiens , on a 


—1=2+— + 2 gt etc. i 
donc 
Y=y+e" — 1...(58), 


en se rappelant que dans le développement de là 
quantité exponentielle , il faut passer l'indice du de= 
gré de la puissance de dy comme indicé de l’ordre de 


différentielle de : 


De même passant l'indice de l'ordre de différentielle 
en y ou x de w comme indice de puissance de ces 
différentielles , 
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différentielles, c’est-à-dire écrivant généralement 
(d'o)", (do)" au lieu de do , d"?o, la ele (57) 
deviendra 


0 + (Te QE + (a do, pris 
1 fdo s] 


RER 7 


Mais la série des termes Métentiels : Fe excès de eo 


# 


loppement de e élevée à à la puissance D dy 4 ps F. 


sur l'unité ; donc 


EE CT R —1....-(59); 
et enfin généralement, faisant o mf(r,y,z...) et 

—=f(x+Ax, Me. LR 2 aura 

; 

| che 7 RÉ = AT pe } pe 
O7. di ° | —1....(60) ; 
en ayant toujours le soin , dans le À PEAR PES de la 
quantité exponentielle, de changer l'indice de la puis- 


sance des différentielles partielles de « en indice de 
l'ordre des différentielles. : BA 


EXEMPLE. Trouver le 2 eRbpémens de xyLyz +, 
lorsqu'on y fait croire les trois variables x, F eZ C4 
quantités respectives Ax, Ay et Az. 


Faisant © — à la fonction proposée, et 0! — à cé 
que devient w après les substitutions; des variables 
augmentées:de leurs différences respectives 4x, Ay 


5 d'o Lu & 
et Az ; de plus, faisant a — D: Ay = (x+ 2") 4y 
9 
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dieu: "do 
be Ar = (y — 1) Az. et en TE ar = oyrus, 


- équation (60) donne 
or + eric 0 +a+bæ+c 
= (a 4 b? L c° L” ab + 2ac + 2 
Ai & cbr + ab 3a°c + 3ab* 
. +Sbc, + Sbc* + Sac + TE + etc. 


Mais outre les valeurs de a , b et c. que nous avons 
trouvées précédemment, on a encore 


2 f do 2 ——— (j. 2 
C (= Ts 2) = as ; 


dde. 
2 Cd d'ims = Ayaz )= —  2AyAz ; 


y Az 
2ac (ER de 77 AA ) = days : 


7 
3ac° (=5 ue = AyAz? je 6AyAz?, 


et tous les autres termes 5 "évanonissent ; on a donc 


(æ+A%) (y + 4y) + (y +4) (z +4 Az) — (x + Ar) 
= ay Hyatt (x+ 7°) Ay +(y—1)Ax + 2y24z 
+ yAZz? + AYAZ +.27AyAZ.+ AyAz*. 

75. Si dans les calculs qui nous ont occupés à 
l'article 73, :nous avions: opéré en sens inverse relati- 
vement aux deux variables x et y; c’est-à-dire si nous 
avions faite! f(y,x + Ax } et toujours w° = 
f(x+Ax, y+Ay); alors considérant d'abord 
x+Ax comme une quantité constanté, et cherchant 
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par le moyen du théorème de Taylor, ce que devient 
&! lorsqu'on y substitue . + Aÿ à la place de y, c’est+ 
à-dire , le passage de w” à w”, alors l'équation (a) de 
l’article 73 aurait été en y ce qu’elle est en £ à l'ar- 
ticle #3 ; et enfin les équations (b), (c), (d) , (e)... 
du même article , auraient été les mêmes que ce qu'elles 
sont en y mettant x à la place de y, et réciproque- 
ment. Enfin on serait parvenu à une valeur de «”’ qui, 
évidemment, devant être la même que celle donnée 
par l'équation (57), puisque f(x, y) est considérée 
abstraitement relativement aux variables x et y, doit 
conduire à l'égalité des seconds membres de l'équation 
(57) et de celle que l’on aurait trouvée en opérant 
comme nous l'avons indiqué dans cet article, ce qui, 
toutes réductions faites , mènerait à l’équation 


d d'o d'Œe un 
dxdy dydx ) 1004 

dd» d'd*w\ Ax°Ay 
(a en 12 

*d=d:» 0) Re do ArAy° 

dxdy® | dd Te) — y A 


qui , devant avoir lieu indépendamment des valeurs de 
Ax et Ay, nous donne les équations particulières 


d'd'e—d'd'o(*), d'*d'o—d'd*0, dd?6=—d?}d"», etc. 
et généralement 
d'df(x, y) —= d'df (ay). 460 


(*) Nous avons déjà fait voir à l’article 54, que cette équation 
doit toujours avoir lieu, Lo 


(DE 
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76. D'où il suit que quel que soit le changement 
que l’on fait éprouver aux différentielles partielles suc- 
cessives d'une fonction d’un nombre quelconque de 
variables, la différentielle résultante sera toujours la 
même ; car soit d’abord o—f(x,y,2), et do", 
on aurä , d'après l'équation (61), | 


ddr" dde "donc" RE a = drd''d"z 


et comme nous aurions pu commencer par faire 
do = vw ou dPs — w!, il s'ensuit que, nous aurions 
eu pour chacune de ces deux équations , deux autres 
équations semblables aux deux précédentes, ce qui 
nous aurait donné en tout les six équations relatives 
aux 3.2 changemens que l’on peut faire éprouver aux 
trois caracteristiques d"*, d"’, dP: des différentielles 
partielles de la fonction © des trois variables x, y 
etlz, 


Il est évident que ce raisonnement s'étend aux fonc- 
tions d’un nombre quelconque de variables et à leurs 


différentiations partielles, 
" 
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CHAPITRE XI. 


3 Du Calcul des Différences des Fonctions 


variables. : + 


77. IP semble au premier aspect que le calcul des 
différences devrait précéder le calcul différentiel (*) ; 
car ce dernier calcul n'étant qu'un cas particulier du 
premier, on pourrait déduire des-formules aux diffé: 
rences, les formules différentielles, en ne conservant 
dans les, premières que les différences du premier 
. degré des variables , lorsque l’on veut avoir la différen= 
tielle du premier ordre d’une fonction variable; et substi- 
tuant la lettre caractéristique d des différentielles à 
celle A des différences. 


Pour les différentielles d’un ordre supérieur m, on 
ne conserverait dans les formules aux différences du 
même ordre m que les termes où la somme des indices 
d'ordre et de puissances des différences des variables 


est — m, faisant toujours la substitution de la lettre 
caractéristique d à celle A. 


Mais observons , 1°. que le calcul direct aux difFé- 
rences finies, est toujours beaucoup plus long que le 
calcul direct aux différentielles; 2° que la formule (59) 


(*) C’est ce qu'ont fait quelques auteurs, et entr’autres Bossur, 
dans ses Traités de Calcul différentiel et de Calcul intégral. 
Ê 
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(art 38) ou celles (58), (59), et plus généralement la 
formule (60) Cart. 741; d'où l’on tire LÉuRIES 


d’o 
A PE sd Ar +5 Az. 
Ao(—v"—0)—=e g7 de | | (62); , 


partie aux différences et partie aux différentielles, faci- 
litent et abrègent le plus souvent le ealcul aux ET 
rences, puisqu'il n’y a qu'à prendre des différentielles 
successives de la fonction variable proposée , et à les 
multiplier convenablement par les différences des Ya- 
riables. 


Nous allons dans les articles suivans , trouver par ce 
moyen les différences premières de plusieurs fonctions 
algébriques et transcendantes ; ensuite nous ferons voir 
aux articles 91 et suivans, comment on trouve, avec quel- 
ques modifications dans ces moyens, les différences des 
ordres supérieurs des fonctions variables. Mais nous 
prévenons d'avance , que pour éviter les ambiguités 
des signes - et — , nous ne considérerons les variables 
que dans leur état. d’accroissement , c'est-à-dire que 
nous prendrons leurs différences positives; il sera aisé, 
d'après la règle des signes dans la multiplication, de 
rétablir ceux du produit tels qu'ils doivent être dans 
_ les formules , lorsque quelques-unes des variables de 
Ja fonction sur laquelle on opérera, décroïtront au lieu 
de croître. 


à A * 
78. I. Soit V—= ax", d'où D MAL ds Les | 
dr É 
m(m—1) ax"... TR 1.2.3....ma. Substi- 


tuant ces valeurs dans l'équation (39) Çart. 38 |; on 


*, 


- 
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aura y” —, c’est-à-dire Ay ou 
À 


ax". ana] mana + -m Cm) 


Fran À an cs 


Si m est un nonibre entier et positif, a suite prÉcé- 
dente sera évidemment finie . et son dernier terme 
sera Ax". dE à Eu 


da der LT 
CA AUS CI 
tous les autres termes donnés par l'équation (59) 
£art. 741] sont nuls 5 donc CA — 0, ou 
A. ay = JAx a + Po: ie (64) 
TIL. Soit encore OT LYS, ce sd donnera à à 
Æ (xys}=y7dx; d'{ PRE = Lzdy ;, d (xyz) = æydz; 
dd (xyz) — zdxdy ; dd (xyz )= ydxdz; 
d'd (xyz) —= Rae et d'd’d? GARE di ; 
donc Fret A. 
A. .TYZ — — yzAX + xzAÿ + YxAZ ns For + yAxAz 
+ LAZAY. +. AYAXAS, .... (ODA 


ph ss : 
nA's Considérosémainteriant l'équation or? #8"T: 


IT. Soito—xy, rare 


faisons y. =27!, d'où Ao = yAr,+ xAy + AxAÿy 
E équat. (64)1. Mais pour avoir la différence de 27°, 
c'est-à-dire la og de: NES successiverient 


Cu 
| l'équation Le , ce qui nous donnera 
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donc : 


1. EE 1.2. Le 


Ay OUA.ZT = — = A 3 + — —. DT etc. 465), 


“et substituant cette rs de pas” celle de Av , on a 


x 1 1.2 
A: A — (x rar) [as — 2 at 
se 1.2, L ‘a w | 
NEA FA DEA EURE (67) 


y: RSS la différence ee 2ÿ". 
© La formule 64 donne! 


A. Fa ns =J'A. nn Et x”A y" tr A: x'A, ÿ' 


et stitéant ne valeurs de A.x" et A. .y* données par 
l'équation (63), on aura la différentielle demandée. 


YT. Soit. “enfin FOR de ‘trouver la différence 


x"? 
de er ne 
Nous avons d’après la formule (67), en y mettant 
d'abord x" et y" à la place des quantités respectives 
æetz, ‘ensuite substituant dans l'équation résultante 
lb: valéuts! de me, A.ÿ", ASÿ T1 [équat: (63)] ; 
nous ayons , dis-je, toutes réductions faites... 


om ma Az = —— Cu Là ), D PAT + etc. 
Be En ere Rae 
EME A 


Hd el Po “(= sn wa 


FE (Nu ]. 
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-- 79. Ces exemples suffisent pour trouver sans peine 
la différence première et developpée de toute fonction 
algébrique d’un nombre quelconque de variables, et 
quelle que soit la forme sous laquelle elle se présente. 
Je dis développée , parce que la méthode aux seules 
différences dont on s’est servi jusqu’à présent, et qui 
vonsiste à écrire la fonction proposée avec le signe” 
négatif à la suite de cette même fonction, dans laquelle 
on a fait varier chaque variable de sa dérange respec= 
tive, et ensuite à faire les réductions nécessaires , ne 
donne pas , du moins immédiatement, la différence 
“développée des fractions qui ont leurs deux termes 
affectés de variables différentes. 


"7 La méthode aux seules différences appliquée à la frac- 
tion traitée dans le 4° exemple de l’ärt. 78, donne 


C! ::Diml AE 6 L ZA AZ 
5 RE UAD 200) 2 4eme 


x 
ruée à la: fraction F 


C6" sxéinpls, art. ik. 4 


at y Mann "(y +2) 
5 OR EE| ia pe SE 4 
et ainsi de suite ; mais il est visible que les différences 
sous cette forme, donéraent beaucoup plus de peines 
à être HU pbécs que loréqu’on emploie les méthodes 
partie aux différences et partie aux différentielles. 
Cependant il existe plusieurs circonstances où la mé- 
thôde' aux seules différences , est’ préférable à celles 
dont nous nous occupons particulièrement dans ce 
chapitre. : 


NOTONS 


A. 


80. Si l’on a une équation exprimant le rapport 
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qu'ont entre elles plusieurs’ variables , on trouvera par 
les mêmes procédés que les précédens, l'équation qui 
exprime le rapport entre les différences des variables. 
Par exemple, soit entre les variables x, y et z, 
Y équation de relation xy —z?—0 ; on trouve ; en pre- 
-# nant à l'ordinaire la différence de la formule 7 1m 
et l’égalant à zéro, l’équation 


TAY + YAX “+ AXAY = 227 —= Az = 0; 


d'où l’on pourra déduire la valeur de l’une des diffé- 
rences en fonction des autres différences et des va- 
riables. 


Passons maintenant au calcul des différences des fonc- 
tons transcendantes des variables. 


81. Soit 1 log. nat. x = x. Différentiant succes- 
sivement cette équation, on a , d’après la formule (36) 


(art. 37), 
dy : 1 . ddy bu 1.2 diy_ 142.5 3. 
dr” xd | “= Lx nd AP 


et substituant ces valeur 
(art. 38),ona 


Br ei (TE) 207 (2) etes... (69). [*I. 


89. Faisant y — 4, on aura, d’après l'équation GS) 
(art. 37), 


dpi ddy 2, = «° 3 
da la; + ea" (lo); = 0° (la) 


dans la formule de Taylor 


"M 


[*] Nous donnons à la note IV une valeur de Alx beaucoup 
plus convergente que celle-ci, 
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donc 
Mu Axla Gaxlay ue) 

AN 0 laax| à He — + De gr Al 
= QC ÉE= 1)...... 00: 


Si a = la base e des are népériens, l'équation 
précédente se réduira à celle 


Ve in NE ATEN LURE 
À.e ae [ : HE HS + + ee. | 
6e ( ET RD au -(71) 


83. Si l’on fait danscette dernière équation la différence 
Ax — 1, 0n aura pour x — 1 l'équation aux différences 
simples de e°, qui sera A.et— e°—g—e(e— 1). 
Substituant ces valeurs dans l'équation (71), divisant 
Îles deux membres par e , enfin ajoutant l’unité de part 
et d'autre ,ona 


} 0 
er +rptise 5 RTS en US 
cu 718481828000 ï 


ce qui est cônséquemment la valetr numérique de la 
base des logarithmes naturels. 

84. Soit fait £ égal à la quantité exponentielle du 
es genre et premier ordre ax), ce qui donne 


—ylx + la, d'où 
Al ya.lx + EcayAyA. Ex [équat. (64), art. 78]. 


Développant le premier membre de cette équation 
{form. (69), art. 81 ], et faisant le second = X , 


“on aura 


AË ; 
E-: F) + 2eme , 
«6 . 
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d’où l’on tire, par la méthode inverse des séries ; 


SX EXT E AI EX etc. 


et par conséquent AË, ou + 
A.ax) — ax) [X +5 X°+ 3 X$ +etc.]., 


Il ne faudra plus que substituer la. valeur de X, et 
ensuite les développemensde A.Zx [éq.(69), art.81)], 
ce qui donnera la différence demandée de ax. 


Mais le calcul quenous venons d'indiquer serait un peu 
long dans l'exécution, et il est probable que la forme 
résultante serait fort: compliquée. Nous croyons done 

qu’il est préférable dans ce cas-ci, de se servir de la 
méthode aux seules différences dont nous avons déjà 
fait mention à l’article 79. On a par cette dernière 
méthode , 


Aa’ = a[(x+Ax)) DAY] ; 


et développant , il viendra 


aa a { 2) (2: ) 


+ G+47) &Y OT [ae + EI EE 


(Y+HAy—1)C+Ay-#2) Ar | 
Ms TR PT GFA Fr etc. Je» 


etc. 


l'E 


3 ‘k 

85. Soit £— ax  l’équation exponentielle du sex 

cond genre et d’un ordre quelconque dont on veut 
etc. 


. , . ? x! : 
trouver la différence. Faisons y —5$5  , d'où£ —ax 
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équation dont nous venons de donner Ja différence : 
| #0 i LL 

mais Ay — A.S , donc faisant o—z2 > On aura 


Ay=A.s", et l'équation (72) donnera Aÿen s, As, « 
et A», et ainsi de suite. Donc par des substitutions 
successives des différences étrangères. ...... A», Ay 
dans les équations qui précèdent jusqu’à ce qu’on arrive 
à la première, l'on aura la valeur demandée de la 
_ différence de la fonction exponentielle proposée. 

Nous % maintenant nous occuper du calcul aux 
différence$"des lignes HsonométEues et fonctions 
d'arcs de cercle. 


d? d 
NUE US AU ° | 
86. Soit £—sin x, d OÙ COS x, sin æ, etc. 


L'art. 37, groupe d’équat. (57) ] ; donc par le moyen 

du théorème de Taylor [ art. 38, form. (39)], on 
a AË ou 

no Ax° 

A.sin % — COS TAX— sin LX—— = COS T — 

2 2.5 


sin x PARENT Fe — etc.....(a). 


Mais sp tous les termes qui ont pour facteur 
cos x, et d’une autre part tous ceux affectés de sinx, 
il sera aisé de voir que le coeflicient de cos x est 
sinAx ,etque celuide sin x est cos Ax—1——2 sin" à AT; 
on aura donc 


A sinx=— cos x sin Ax — 2 sin x sin°r Ax.....(73). 


Au reste, on aurait pu déduire immédiatement cette 

dernière équation de celle 

A.sin x = sin (x+-Ax) —sinx=—9 cos(x+-}Ax)sin?Ax 
—= 2 cos x COs + Az sin + Ax — 2 sin x sin° + AX 
== cos x sin AT — 2 sin x sin° + AX .” 


comme nous l'avons déjà trouvé. 
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1 L £ . | L 
87. Faisant £ — cos x, d’où pd eg Le sin y 
dx 1 


EE 
des Dre 
on aura, en se servant de la formule (39) [art. 38], 


— cos, etc. [voy.le groupe d'éq.(38), art. 37], 


A.cos œ= sin æ| à veto. | 


A ET à 0 mai Ax‘ 
— COST — —— Mid ji 
‘ C 2 PURE TO TN F4 l° 


mais la série multipliée par,—sin x est —sin Az, et celle 
multipliée par — cos x est — 1 — cos Ar — 2 sin°! AE, 
donc 


A.C08 x—— sin æ sin Ar —2 cos x sin*3 Ax.:.(74). 


Cette dernière formule se déduirait également du calcul 
aux seules différences, ainsi qu'on peut le vérifier ai- 
sément. : 


Nous laissons au lecteur le soin de trouver les diffé- 
rences des autres lignes trigonométriques par le moyen 
de l’une ou de l’autre manière. 


88. Les différences des lignes trigonométriques des 
atcs multiples et de leurs puissances, de même que 
des puissances de ces fonctions , et des quantités expo- 
nentielles par les lignes trigonométriques des arcs va- 
riables , se trouvent par le moyen des formules ordi- 
naires des différences des quantités où la variable 
est algébrique , et par le moyen des formules qui 
donnent les différences des lignes trigonométriques 
d’arcs simples ( art. 86 , 87). Par exemple , pour avoir 
la valeur de A.sinx , il n’y aura qu’à substituer sin x 
à la place de x dans la formule (63) [ art. 78], en y 
faisant a — 1. 
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De même la valeur de A.a se trouvera sans 
peine, en mettant dans la formule (70) [ art. 82], 
sin x à la place de x, et substituant dans l'équation ré- 
sultante la valeur de À sin x [éq. (75), art. 86 ]. Ainsi 
tous ces calculs n’offrent aucune difficulté. 


89. On pourrait en dire autant pour les différences 
des logarithmes des fonctiotfrigonométriques. Maïs 
on y est parvenu de la manière suivante qui est très— 
élégante , et qui est due à Delambre : 


in (x be Az) sin æ cos Ax + cos x sin Ax 
sinx sin æ 
— {(cosAx + cot x sin Ax) 
— l cos Ax + Z(1 + cot x tang Ax), 
et développant ce dernier logarithme, comme on l’en- 
seigne en algèbre, l’on aura /sin (x + Ax)—/ sin x ou 
A.lsinx=—/cos Ax + cotxtangAx— +(cot x tang Ax)* 
+5 (cot x tang Ax }— etc....(75). 


De même 
| cos x Hg cos 
" cos(x+Ax) cosxcos AT — sin x sin Ar 
Wa, 1 M séc. Ar 
/ cos Ax — tang x sin AT  1—tang x tang At 


—= / séc Ax — ['(1—targ x tang Ar), 
et développant ce dernier logarithme , 1 vient 
Îcosx—lcos(x+Ax), ou —A./cosx—/JsécAxr-ketc., 
et enfin | 


A.lcos x — Î cos Ax — tang x tang AX 
— } (tang x tangAx } — etc...,..(70). 
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Ayant les différences des logarithmes naturels des 
sinus et cosinus, on en conclura aisément celles des 
logarithmes naturels des tangentes , cotangentes, 8É— , 
cantes et cosécantes, puisque ces dernières lignes ne 
sont que des fonctigne par voie de division des sinus et 
cosinus. 


Si l’on veut avoir degli grands détails sur la théo- 
rie des différences des lignes trigonométriques , on les, 
trouvera dans la Préface que le savant Éditeur des 
Tables de décimales de Borda a mise à lasuite de celles 
de l’auteur des Tables en question. 


90. Proposons-nous maintenant de trouver les diffé- 
rences respectives des formules x" sin x et x” cos x. 


Nous avons pour la première de ces quantités 


A(zx'sinx) = (x<+Ax})"sin( x +Ax)—x"sinx 
—= x" sin x cos Ax - etc. 
— x" sin x—— x" sinx(1— cos Ar) 4 etc. 
—=— 2x" sin x Sins Ax + etc... 


Donc mettant à la suite de ce premier terme que nous 
venons de trouver, tous ceux du produit du dévelop” 
pement de (x + Ax)" par le binome sin x cos AZ 
cos x sin Ax , en exceptant le premier terme 
x" sin x cos Ax dont nous ayons déjà disposé, nous 
aurons 


A(zx"sin x) ——9x"sin x sin; AT 
A n(n—:1 
= sin ZX COs AT [nar-tar C " A ARE etc | 
n(n—1 Li 
( x 1) s#aztete | 


ou 


cos xsin aaf ana art 
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ou faisant , pour abréger 


nAx cos Ax —AÀ nAx sin Ax = A’ 
AL 32" cosAx=B Arr EL CAT SnAr—-R 
C5} 2 (77) ? 
AGEUGES) ont Ax=—{C n(n—1)(n—2) Hoi Ax=€t 
2.3 | 2.3 
etc. etc. 
il vient 


A.x"sinx=—=sin x CA Bx"?+ Can + etc. 
— 2x"sin°+ AT | 
ÆHcosr[r'sinAz+ Arr LB'ar2LC'xtsLetc]..(78). 
Opérant de même sur la formule z'cosx, et se ser- 


vant de la notation précédente [ groupe d'équat. (77) ], 
on a | 


A.x" cos x = cos x | Az HE Bar Cr etc. 
— 2x"sin°+ AZ | 
—sinx[x"sinAr+A'x+B'rt24 Cats bete]... (79). 
Faisant 2=—0, ce Fr dénne A'=o "D 0... .. 
A'—=0o,B'—0..,,.., les formules (78) et (79) se 


En respectivement à celles (73) et (74) [ art. 86 
et 87 |. 


Faisant 2 —1, À NV st Bo: C0) as 
A'—Axsin Ar, BP’—0o,C—=0....,on aura les deux 
équations 


A.x sin x— A sin æ cos AT — 2% sin x sin° 2 Ax 
—- x cos x sin Ax + Ax cosæsinAx... (80); 
A.x COS x — At COs & cos AT — 27 cos x sin? + AT 


— x sin x sin Ax— A sin æsin Ax.....(81). 


g1. Le calcul aux différences des ordres supérieurs 
10 
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dépend évidemment de celui aux différences premières 
que nous venons d'exposer ; car ; si les différences des 
variables de la fonction sur laquelle on opère, sont 
elles-mêmes variables , il faudra considérer la formule 
aux différences premières comme une simple formule 
primitive qui a le double de variables , et opérant sui- 
vant la méthode ordinaire , la formule aux différences 
du second ordre s’accroîtra de nouvelles variables qui 
sont les différences du second ordre des variables; et 
pour passer aux différences du troisième ordre, on 
continuera à opérer comme pour avoir la formule aux 
différences premières d’une fonction primitive variable, 
dont le nombre des variables s’est accru de celui des 
différences première et seconde des variables primitives, 
et ainsi de suite. Mais si, comme cela arrive le plus 
souvent , les différences premières des variables sont 
prises constantes ; alors opérant suivant les méthodes 
enseignées précédemment pour passer des fonctions va- 
riables à celles qui sont leurs différences premières, 
on passera de ces dernières fonctions à celles des diffé- 
rences secondes où il n’y aurà plus de différences 
secondes de variables, mais où il pourra y avoir des 
puissances du- second degré des différences premières 
des variables ; et ainsi de suite pour les différences de 
tous les ordres des fonctions variables proposées, en 
considérant les différences premières des variables 
comme constantes. Mais quelque aisée et uniforme 
que soit la marche du calcul que nous venons d’indi- 
quer, elle est cependant toujours bien longue. Or, voici 
comment on pourra abréger ces calculs. 


92. Puisque représentant par y une fonction de la 
variable x, ona 


__dy d'A dy Ar | 
AY AE es 3 + tetc...(a), 


ET AUX DIFFÉRENCES. 147 


il est clair que si l’on considère maintenant 4y 
comme la fonction variable dont il faut prendre la 
différence première , la même formule (a) dans 
laquelle on mettra Ay à la place de y, donnera 


sy à aa Ê 
Œ.Ay Ar Le 
nus dx: 3.3 + etc. ….. (b). 


Par la même raison , A°y étant encore une fonction 
de la variable dont il faut avoir la différence pre- 
mière , On à 


di. Ay Ax° 


| d.A°y 
2 PET Aa À > — 
A'Ay Où AY Ar che 
d,A5y Axÿ “à 
A a D Istitt A) (ce), 


et généralement on a 
d.A""y A1 Ar d'A Ty AX à 
is = . , ap ; = suce n 
#Y dx a L dx? 2 L dx Da (@); 


donc différentiant successivement l'équation (a), et 
substituant les valeurs de d.Ay, d°.Ay... dans l’équa- 
tion (),ona 


+ 2 T8 TS + etc... C0). 


De même différentiant successivement cette dernière 
équation , et substituant les valeurs de d.A°y, d°,A°y... 
d 10.. 
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dans l'équation (c), on trouve pour 4*y une suite de 
la forme 


dY \,3 ES Lun BY à 

Ro Re 2 eV. 

dans laquelle A, B..... sont des coefliciens numé- 
riques dépendans de l'ordre 3 de la différence de la 
fonction y de x. Donc généralement on a l'équation 


dr+ y 


HT 
xn +1 Ax 


ay = gts + AT 


+B © en LT (Ra) à 


dans laquelle À , B.... sont des coefliciens numériques 
dépendans de l Grdre n de la différence , et absolument 
. indépendans de la fonction de y dont on prend la diffé- 
rence de l’ordre n, ce qui va nous procurer un moyen 
bien simple pour déterttinet Cés valeurs des coefficiens 
numériques À, B, etc., en donnant à y la valeur en 
fonction de x la plus favorable à cette recherche. Or 
la simplicité des différentielles.et différences de tous 
les ordres de e* [ équat. (35), art. 37 ( qui se réduit à 


LE —e*, lorsque a—e ) et équat, (71), art. 82, ], 


nous engage à faire y—e*, ce qui réduit l'équation (82) 
à celle 


any —e" [Az + Aarrti+ Baye Caztti-hetc.], 


et égalant cette valeur de A*y avec celle donnée par 
l'équation (71), on a | 


(? V1) AT" + ALI Ha Carr ete. 


Développant le premier membre de cette équation , 
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il vient 


Ar "AR 0 Nr | 
(a+ Pas Hs US ete.) 
= Ax" H AAXMTIL BAXTTIL CAXTTSH etc. 


Prenant la différentielle logarithmique des deux mem- 
bres de cette dernière équation , faisant disparaître les 
dénominateurs, ordonnant par rapport aux puissances 
de Az, et égalant les coefliciens à zéro , puisque l’é- 
quation résultante doit avoir lieu indépendamment des 
valeurs de Ax, ou aura la suite d'équations 


> 


S) 


= 
; 
us 
es 
| 
3 


1 
2.3 
Ge) B— (ni) A+ à 


a 
ï 


Dim bien Dim 


(83), 
— (n4+5) CG — — “x (+2) B 


ON EE 


+ as (+1) “À 
etc. 


qu'il est aisé de continuer autant qu'on le desirera , 
car la loi qui règne entre ces équations se présente 
de la manière la plus simple. 


EXEMPLE. 7rouver la différence seconde de x$. 
Nous avons 7 — 2; donc 
dx dx 
Ts == $0x4 ARRETE ADR A 
les équations (83) donnent 


ee RARE re 
nel, B= —; nr 365 
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Substituant ces valeurs dans l’équation (82) , on a 


A°,26= 3oxf A x°+ 1907 A xŸ+ 2107? À xf 
+ 180x A x° + 62 A xf. 


g3. De même pour les différenees d'ordres supérieurs 
des fonctions de deux variables x et y, nous aurons un 
résultat semblable. En effet, mettant dans la formule 
(57) (qui, en passant w frs ».ÿ)] dansle premier 
membre , donne la valeur de Aw) la quantité Ao à 
la place de celle & , on a 


d'Ao 


AA ou. Afu Ay + etc, 


et effectuant les différentiations indiquées sur Aw, 


on aura 
AS sa ro Fax, 
Va ot rm Ye —— sr a 
Pr, did à, j) HER Lo 
Le Ay 4 L etc. 


etc. 


Mettant de même dans cette dernière équation A0 à 

la place de w, eFectuant les différentiations indiquées , 

et opérant ainsi de suite pour les différences de tousles 

ordres , on trouvera que généralement ona l'équation 
è 


dodo CT te EN VRPIES 
rs Cr AY A AY ARRETE AY" An sk 
dre à d''d°« diode FN 
+ ,d / (rt 
Te £ SA 7 y" dv'dx © Ay'Ax AT +B dy“ d x? 7 AY TAx? 


ne 
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dans laquelle À, B....A’, B’.... sont des coefficiens 
numériques dépendans seulement de l’ordre n de Ja dif- 
férence que l’on veut avoir. Ainsi, usant d'un artilice 
semblable à celui dont nous ayons usé dans l’article 
précédent , pour déterminer les valeurs de A,B..... 
A", B'....., nous chercherons la différence n de e+7, 
d'abord parle moyen de l'équation (84), et ensuite di- 
rectement ; la comparaison de ces deux résultats nous 
servira à déterminer les valeurs des coefliciens numé- 
riques. * 

Or , e#** — ee; donc généralement 


dP'etr — etdPe) — et TdyP: 
De même 


dre te" Ndrt: 


donc « étant — et, tous les facteurs différentiels de 
l'équation (84) se réduiront à e”**; ainsi l'on aura 


d’abord 


'Anetty=eztr [ Ayr+AAyrTAr+BAyr-: Ax?+ CAy"-3Ax3+ete. 
Mg. Apt: +A'! Ay" Azx+B' AE A x2+C’ AY"? Ax$+ete. 
etc. 


Mais l’on a aussi 
; C+Y x +A 
ART SET ANETAY ges ele. RUE 
de même 


(4°. re | 


Re Pts 1) FR an à 
= Sin pére) 1}; 
enfin généralement 


TT 2 pt qe 


Î 
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Ty 


n 

EÉgalant cette valeur À .e avec celle trouvée 
précédemment, l’on voit que les coefficiens indétermi- 
nés A....A’.... dépendront de ceux du développe- 


Ax" AY 


n 
ment de[e — 1] . On obtiendra les valeurs 
demandées en développant la quantité exponentielle 


Pa Su , prenant la différentielle logarithmique des 
deux membres, faisant disparaître les dénominateurs 
et égalant entre eux les coefliciens des mêmes puis- 
sances de Ay et Ax. 


94. Il est évident qu'en étendant ce raisonnement, 
on démontrera que la différence d’un ordre x d’une 
fonction © d’un nombre quelconque de variables x , 
Y,23...,a ses coefliciens numériques fonctions de n , 
qui dépendent de ceux du développement de 

CET HÉATAOPE ee AY 

Ainsi nous ayons dans cette première partie de notre 
ouvrage , appris à différentier et à trouver les diffé- 
rences de tous les ordres des fonctions d’un nombre 
quelconque de variables ; ce que nous pourrions dire 
de plus sur cet objet ne ferait que retarder , sans une 
utilité réelle, la marche d'un ouvrage plutôt destiné à 
l’enseignement d’une science suivant ses principes ri- 
goureusement géométriques, qu'à reproduire certaines 
théories de nos grands Géomètres, qui prouvent beau- 
coup de sagacité dans leurs auteurs, mais qui conduisent | 
à des résultats moins utiles que ceux que nous avons 
trouvés , ou qui emploient des moyens plus longs et 
plus pénibles pour parvenir à ces résultats (*). 


(*) Par exemple, on trouve dans les Traités de Calculs différen- 
tiel et intégral de Lacroix, où sont réunies presque toutes les dé- 
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CHAPITRE XII. 


Application des Calculs aux di ifférences et 
différentiel à la Théorie des Courbes. 


I (*). 


Nouvelles preuves de la rigueur du Calcul différen- 
tiel, déduites de quelques RAEEDES élémentaires 
de COLE 


92. J E pourrais me dispenser , d'après l'évidence des 
principes sur lesquels j’ai fait poser le calcul différen- 
tiel dans le commencement de cet ouvrage , d'ajouter 
de nouvelles preuves à celles que j'ai déjà données de 
la rigueur de l'analyse faussement appelée par quelques- 
uns 2nfinitésimale , et qui n’est que l’art de déterminer 
la valeur ou le rapport de la valeur des quantités finies 


couvertes faites dans ces calcnls depuis les inventeurs Newton et 
Leibnitz, une méthode pour trouver les différences des fonctions 
variables , lorsque les différences des variables sont elles - mêmes 
variables, qui est beaucoup plus longue que celle que nous avons 
indiquée à l’article 91. Tenons-nous-en donc à cette dernière 
méthode dans les cas extrémement rares où l’on est obligé de s’en 
servir , et ne surchargeons pas les pages de cet ouvrage de calculs 
absolument inutiles. 


(*) Ce me, étant fort long, nous le divisons pour la commo- 
dité du lecteur, en paragraphes 


Fig. 3. 


+ 
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absorbées par l’évanouissement de certains facteurs ; 
lorsqu’après avoir considéré les variables dans un état 
de variation finie, l’on ne les considère plus que dans un 
seul état de grandeur (art. 4 et note 2). 


Cependant je crois qu’il n’est pas mal à propos, de 
loin en loin , lorsque l'évidence de la rigoureuse exac- 
titude du calcu! différentiel se présente presque d'elle- 
même, de la faire apercévoir aux lecteurs : ce sont des. 
phares placés à des distantee suffisantes, pour que le Géo- 
mètre ne perde pas un seul instant de vue la trace de la 
route qu'il doit suivre. 


Soit CEHI..:. une courbe plane, par exemple 
un cercle ; CD une abscisse quelconque x ; DE l'or- 
donnée correspondante y ; CG (—CD + DG) une 
autre abscisse x’ = x + Ax; GH(=DE +KH) 
l'ordonnée y +Ay correspondante à cette dernière 
abscisse ; r le rayon de ce cercle ; ce qui donnera suc- 
cessivement les deux équations 


V'=orr—e, (y HA y) or (xt A æ)—(@t A a)": 


De la seconde équation retranchant la première, 
il vient 
2y Ay + Aÿ=9orAx—9orAx— AR; 
et divisant par 2yAx,ona 
A T — x Ax 
Y . Ay — ‘ 
2ÿAX ÿ 2 y 


Or cette dernière équation se compose de trois espèces 


Ay 
re + 


; sut ; +: A 
de termes bien distinctes; savoir : 1°. la fraction == 


dont les deux termes vont sans cesse en diminuant à 


% 


mesure que Àx diminue , et qui enfin se réduit à 
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AY Az 


o 
— lorsque Azx— 0 ; 2°. les termes . Ay et — 


qui s’'évanouissent simultanément lorsque Ax—o, ce 


F = 


qui donne Ay—o; 3°. le terme qui, étant 
/ 


absolument indépendant de Ay et de Ax, reste le 
même lorsque considérant les variables y et x dans 
un même état de grandeur , leurs différences respec- 
tives Ày et Ax s'évanouissent. Ainsi faisant Ax—o, 
l'équation aux différences du cercle se réduit à celle 
©  onmaglt ?: 


ë 
Due abstraitement , peut représenter une quan- 
tité finie, ou nulle, ou infinie, a généralement dans ce 
cas-ci, entre x —o et x—r, une valeur finie, et 
en même temps, pour rappeler que les zéros absolus 


He 4 Ne 
; Ou, pour indiquer que l'expression 5 qui, 


L4 . ] e [e) 
du numérateur et du dénominateur de l'expression a 


dérivent , dans ce même cas, des quantités respectives 
Ay et Azx, lorsque ces différences s'évanouissent : 
simultanément par l’évanouissement de l’une d’elles , 


AA 
nous nous servons de la notation = pour représenter 
| ke 


. O e , L4 LA 
la fraction s> Ce qui donne dans l'exemple précé- 


d T— 2 . mn? ° 
dent 7 —7 a et est l'équation différentielle du 


dx 


cercle. 


96. Enfin généralement , la relation qui existe entre 
les coordonnées d’une ligne plane étant exprimée par 
F (x,y)=0, d'où y—= fx, on aura, en faisant varier 
l’abscisse x de la quantité Azx , et représentant par 
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A y la variation correspondante de y, l'équation 


Ay= faxAx+f"x + etc. [ éq. (2), art. 37, 
d'où 

AY V4 L {14 2 ET <] e 
=fr+ ef xAX += f"xAx betc....(85); 
. donc pour le seul point E de la courbe ayant pour 


. coordonnées æ et y , ce qui donne Ax=o, d'où 
Ay =, l'équation (85) se réduira à celle 


d / | 
= fa. (86), 


qui est la différentielle de l’équation F (x,y) de la 


courbe. 


Substituant dans l'équation (85) les valeurs respec- 


dy dy d ’ ”. 
tives 2, Ts pere. de f'æ, MNT ta 0 
retrouve l'équation 
d'y A dy Le 
ày où ÿ—y=Ÿ Aœ HI ES PE à ete 


qui n'est autre chose que l’équation (39) démontrée 
à l’article 38. 


S II. 


97. PROBLÈME. L’équation d'une courbe étant don- 
née , déterminer par le seul calcul, si cette courbe 
présente sa concavité ou sa convexité vers l'axe des 
abscisses. 
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SOLUTION. Soient x et y les coordonnées CD , DE Fig:3, 4. 

du point E de la courbe ; ; x’, y celles CG, GH du 
point H, d’où DG—Ax tHK = AU - MH corde 
EH ; sur le milieu R de DG , élevons la perpendieu- 
laire RP que dans la figure 4 nous prolongeons jus 
qu'a sa rencontre en Q avec la corde. Cela pose , nous 
aurons 


dy Ax 
mt ARE à das 2,2 
d'y | 
More D + ete un (a 


Mais l’ordonnée RP ayant pour abscisse CR—CD-+DR 
—œ zxr+}iAx,on aura 


ly Ar , d’y dy. 
REX HE 2 +7é PRE TEE © 2. = ÉTAT -@); 


dy Ax° d'y se 
RP—RQ—— -— — 3 -— ——— etc...(c). 
| re dx 9,0? dx° 2.3.2 ne 
Or, Ax étant une quantité arbitraire que l’on peut 
toujours prendre assez petite pour que chaque terme 
des suites (a) , (bj, (c) soit plus grand que la somme 
de tous ceux qui le suivent (*) ; de plus, Ax° étant 
toujours positif quel que soit le signe de Ax, il s'en- 
suit que si ja courbe présente sa concavité vers l’axe 
des abscisses (fig. 3), ce qui donne RP > RQ, il 
Er d UE 

faut nécessairement que la valeur de _. soit néga- 

ECS 


tive. Mais si la courbe tourne sa convexité vers l’axe 


(*) Voyez le renvoi de l’article 69, page 106: 


158 CALCULS DIFFÉRENTIEL 

‘ des abscisses ( fig. 4), ce qui donne RP RQ, il faut 
ddy 
dx* 

Donc , règle générale, pour connaître si une courbe 
donnée par sa seule équation , tourne sa concavité ou 
sa convexité vers l’un de ses deux axes, on prendra cet 
azxe-la pour celui des abscisses x ; on différentiera deux 
fois l’équation donnée, et prenant dans l'équation diffé- 


que la valeur de soit positive. 


: | dd 
rentielle du second ordre la valeur de _ y ON Verra 


si cette valeur est positive ou négative ; dans le pre- 
muer cas , on conclura que la courbe est convexe re- 
rabat à cet axe ; et dans le second cas, qu’elle 
est concave Vers ce même axe. 


EXEMPLE. Déterminer st la courbe de l'équation 


y” — ax— x? est concäve ou convexe Vers son axe 
des abscisses. 


Différentiant une première fois l'équation donnée ; 
on a 2ydy—udx—3x°dx , et une seconde différentiation 
donne dy°+yddy=—Sxdrt. Mais de la première équa- 
(a— Add “4ÿ “Hal 

xx) 
substituant cette + ons de dy dans l'équation diffé 
rentielle du ‘second ordre, et prenant la valeur de 
ddy 
Jia » ON aura 


tion différentielle, on tire = 


a [+ Gax°? ==] 
Lis) « 

Or, We ne pouvant être une dents réelle 
d'après l'équation donnée , que si a > x° il est 


clair qu'on aura l'inégalité a a+ 6ax > 5x; donc la 
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ddy | 


valeur de Ts est essentiellement négative , et par 


conséquent la courbe de l'équation donnée présente. 


sa concavyité dans tout son cours à l’axe des abscisses. 


S IIL. 
x: 
De la Methode des tangentes pour les Courbes 


planes , considérées par leurs équations entre 
les coordonnees. 


98. Soient y” et x’ les coordonnées de la sécante 
NEHL; y et x celles du point E de section; ce qu 
donne pour équation de cette sécante 


::0 sin HNG ÿ: 
VAS Ÿ sin NHG œ ar 


. sin HNG 


= À; 
Mais SHNHG — ; donc généralement l'équation. 


de la sécante ne 


sérnee ele —x)...(87) , 
quel que soit l’angle YCX formé par les coordonnées. 


99. Mais faisant tourner la sécante NL autour du 
point E en l’éloignant de l’axe AX dans la figure 3, 
et la rapprochant du même axe dans la figure %, les 
deux points de sections se rapprochent sans cesse, et 
par conséquent les quantités À ÿ et Ax diminuent 
sans cesse , sans altérer les coordonnées y (ED), 
x (CD) qui restent les mêmes dans ce mouvement de 
rotation de la sécante ; enfin lorsque le point mobile 


Fig.5, 4 
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Fie.3, 4. de section H se confond avec le point fixe E, ce qui est 
le cas où la sécante devient tangente, on a Ax—0o 
et Ay—0o ; donc représentant suivant la notation que 


d sea ai 
nous ayons adoptée, par _. ce que devient . lorsque 
Fe 


Les deux termes de cette fraction s’évanouissent simulta- 
nément , on aura l'équation (87) qui se réduira à celle 


' dy, + 
Y—y = (a —2)....(88), 


laquelle est, conséquemment , l'équation générale des 

tangentes des courbes, quel que soit l'angle formé par 

les coordonnées. 
100. La forme de l'équation (88) nous indique que 

d , , 

. exprime le rapport du sinus de l'angle formé par la 
tangente avec l'axe des abscisses au sinus de la diffé- 
rence de ce même angle à celui des coordonnées, et 
par conséquent la tangente trigonométrique de l'angle 

2" formé par la tangente de la courbe avec l'axe des, ab- 
scisses lorsque les coordonnées sont rectangulaires ; ce 
qu’au reste on pourrait déduire, à priori, de l’équa- 
tion (88), en observant que pour un point quelconque 
de la tangente BEF, ona 

Lé É | 
— sin EBD 
27 — : or BED — YCX — EBD ; 


zx sin BED 
donc, etc. 
101. Faisant dans l'équation (87)yÿ —0o,ona 


AT 
ax, ou x+(—x = — 3 


mais le signe qui affecte x” ou CN, n'étant dans la 
figure 
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figure 3 que relatif à la position de cette abscisse par Fig. 3,4: 
rapport aux abscisses positives comptées depuis l’ori- 
ÿgine C vers X, on aura CD-+ CN (fig. 3) et CD —CN 

Ava 
(fig. 4) , ou, pour les deux figures, DN — Te. Donc 
représentant par (S.s) la sous-sécante d'une courbe 
plane , on aura généralement 


RODESE CO E 


102. Donc aussi représentant par (S.t}) la sous- 
tangente d’une courbe plane, on aura, à cause de 
L : AC FOPELRE à 
Ja réduction de-— à Tr dans le cas particulier où lés 

2 À 
deux points de sections se réunissant eñ un seul ne 
donnent plus qu'un point de tangence , l'équation 


L5VRE 
SD 7 . (go). 
103. Les quatre équations (87), (88), (89), (90) que 


nous venons de démontrer , sont extrêmement utiles et 
remarquables par la promptitude avec laquelle elles 
donnent les équations des sécantes et tangentes, ainsi 
que les expressions des sous-sécantes et sous-tangentes 
d'une courbe quelconque donnée par son équation, et 
.quel que soit l'angle des coordonnées. Mais pour plus 
de facilité , l'angle des coordonnées pouvant être pris 
à volonté sans dénaturer la courbe, l’on est convenu 
de prendre cet angle-là droit , et alors il est clair que 
représentant par a’ et a les tangentes trigonométriques 
de l'angle LNX de la sécante avec l'axe des abscisses, 
et de l’angle FBX de la tangente avec le meme axe, 
l'on aura Fn 


Er AY __dy ph 
(91)... — pNeL ae: (92)< 


11 
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Passons à des applications. 


104. Trouver l'équation de la sécante des sections 
coniques et l'expression de leur sous-sécante. 


On sait que l'équation générale de ces courbes 
peut toujours être ramencte à trois termes , et de la 


forme 


La - Px+Qx. Pc Va) 
en représentant par P le paramètre au premier axe, 
et par Q le quotient de ce paramètre divisé par l’axe 
. principal. Prenant la différence de l'équation (a}, 
il vient 
2y Ay + Ay*=PAx+a2QxrAx+QAzx; 
d’où l’or tire | 
Ay=—yEVCy+PAzx4+#+2QxAx+H+QAx. 
Divisant cette équation par A x, et substituant la valeur 


A , ® LA ° 
de _… dans l'équation (87), on aura l'équation de- 


/ A M: 
mandée. Renversant la valeur de > , afin d’avoir celle 


A x tirs 
de BALE multipliant cette valeur par y, on aura 


l'expression de la sous-sécante des courbes du second 
degré [| équat. (89) ]. 

C'est le dernier exemple que nous donnerons pour 
les sécantes dont on fait un bien moindre usage que des 
tangentes. 


105. Trouver l'équation de la tangente des courbes 
du second degré. 
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Différentiant l'équation (a) de l'article précédent, 
on à 
d P + 2Qzx 
9 ANR Cnuex 
dx 2y 


donc l'équation aux tangentes des sections coniques est 


ae = ee (x'—x).….(b) [ éq. (88)]. 


106. Trouver l'expression générale des sous-tangentes 
des sections coniques. 


Renversant l'équation (a) de l’article précédent , et 
la multipliant ensuite par y, on a pour toutes les courbes 


, dx 
du second degré en: ou 
ae rt NE 
SN ne Ter Res (a). 


Dans la parabole , l’on a Q — 0 et yÿ* —Px; donc la 
sous-tangente de cette courbe est = 2x, ce qu'on 
sait déjà. 
r07. On appelle logarithmique, la courbe... CDEH... Fig. 5. 
dont chaque abscisse AB est le logarithme de l’ordon- 
née correspondante BE dans un système de logarithmes 
qui a sa base b donnée directement, ou donnée par le 
module (*). Ainsi l'équation de la logarithmique est 
æ— (L;)y,ou 
LR Ne Se 1: A A 


donc cette courbe s'étend indéfiniment du côté des x 


(*) Puisque représentant par = ce module , on sait que 


z m* m8 
=i<+m — + —— + etc, 
NE 2 2.3 


11. 
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- positifs, en s’éloignant sans cesse de l'axe AY des or- 


données ; et elle s'étend de même indéfiniment du côté 

des abscisses négatives, en se rapprochant sans cesse 

de l'axe BX'” des abscisses, sans pouvoir jamais l’at- 

teindre rigoureusement , puisque , quelqué grand que 
Ï 


, € c , | LL . 

Von supposé l’exposant x dans l’équation y — Fm? 
l'ordonnée y pourra devenir plus petite que toute 
quantité assignable , mais jamais nulle. Donc l’axe des 
abscisses est assymptote de la logarithmique. 


Faisant successivement x = o et x — 1 dansl'équa- 
tion (a) , on ay—1ety —b; donc l’ordonnée AD 


‘qui passe par l’origine A'des abscisses , est égale à 


l'unité , etcelle BE qui correspond à Fabscisse AB — 1, 
est égale à la base D de la logarithmique. 


108. Différentiant l'équation de la logarithmique 
[équat. (a) de Part. précédent | , on a 


ay 
eh bb mb. = my ; 
donc l'équation de la tangente à cette courbe est 


Y—y—= my (ete) a (0) 


Renversant la valeur de dy , afin d'avoir celle de &4 ; 

di dx dy 
on a 

RARE à 
ét multipliant cette dernière équation par celle (a) 
de l’article 107 , il vient - 
tés Us 
dy ou (S. t)=—......(b); 
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donc la sous-tangente dela logarithmique est constante , Fig: 5. 
propriété Éreniarerhe de cette courbe. 


De même que pour les logarithmes qui sont appelés 
naturels dans le système qui a-pour module l'unité, 
nous appellerons logarithmique naturelle, celle dont e 
module sera l'unité, c’est-à-dire qui aura pour sous:tan- 
gente constante l’unite ; telle est la Ariane re- 
présentée par la figure 5. 


sl 
Les abscisses de cette courbe croissant camme la 
suite naturelle. des nombres , il est clair que chaque 
tangente coupe l'axe des abscisses au pied de l’ordon- 
née qui précède immédiatement celle qui aboutit au 
point de contact. 


109. Lasoue-tangente de la logarithmique qui, comme 
nous venons de le voir, est constante, étant prise sur 
l'axe assymptotique XX’, devient variable lorsqu'elle 
est prise sur l’axe AY qui coupe la courbe à son som- 
met D. En effet, prenant AYŸ pour axe des abscisses , 
et XX’ pour axe des ordonnées, ce qui donne pour 
l'expression des sous-tangentes des courbes la quantité 


xdy 


et en représentant par æ les ordonnées , et par 
y les abscisses , on aura par la différentiation de 


dy: s xdy 
l’'équation..y. == b7, celle” -Z —7nb* Md'ou -—= “où 
q Y > dx D dx 
(S . t) — mxy, quantité qui, évidemment, est va- 
riable : car si l'on avait xy == à une constante c , d’où 


C - à V£ : : 
x —-, on parviendrait à l'équation manifestement ab- 
surde c = y (Ls) y. 


Dans la logarithmique naturelle, l’on apourx=1, 


Ja sous-tangente AF=—b , ce qui estle casreprésenté par 
Ja figure. 5. 


_ 


Fig. 5. 


Fig. 6. 
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110. Représentant par « l'angle formé par la tan— 
gente à la logarithmique et l'axe assymptotique X’X , 
on aura 


tang © — Ÿ — de 3 
donc (Lis) tang © = (Ly) m 4- (Ls) Ys 
ou (Ls) tang © = (Ls) m+x....(a). 


Donc si dans la logarithmique ayant pour base la quan- 
tité b, on ajoute à l’abscisse x d’un point quelconque 
de la courbe , la quantité -constante (L;) m ,on aura 
dans le même système logarithmique , le logarithme de 
la tangente trigonométrique de l’angle formé par la 
tangente de la courbe correspondante à l'abscisse x, avec 
l'axe assymptotique pris pour axe des x. 


Faisant m—1, l'équation (a) se réduit à celle 
tance Lis. 4 ,.1b)4 


ce qui, au reste , aurait pu se trouver à priori, en obser- 
vant que dans la logarithmique naturelle, le côté de l’angle 
droit adjacent à l’angle aigu formé par la tangente et l'axe 
des abscisses, étant égal à l’uuité qui est le rayon des 
tables , nécessairement l’autre côte de l'angle droit, c’est- 
à-dire, l’ordonnée correspondante y, est la tangente 
trigonométrique de cet angle. 


111. Si l'on conçoit qu'un cercle ALM tangent à 
une droite X’X roule sur cette dernière, jusqu à ce 
que le premier point de contact À ayant fait toute une 
révolution autour du centre du cercle générateur , se 
retrouve en A" sur la directrice X’X , la courbe 
AA'A"A" engendrée dans ce mouvement de rotation 
par le point A du cercle générateur , s'appelle cycloide; 
la droite AA" comprise entre les deux sommets A, A”, 
et dont Ja longueur est évidemment celle de la circon+ 
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_Férence du cercle générateur, se nomme le grand axe Fig. 6. 
de la cycloide ; enfin , le diamètre AM" du cercle gé- 
nérateur , lorsque ce cercle a fait une demi-révolution 
autour de son centre, étant évidemment perpendicu- 
laire sur le grand axe, et divisant la courbe en deux 
parties égales, s'appelle petit axe de la cycloide. 


112. Cherchons maintenant l’équation de cette 
courbe. Pour y parvenir, considérons le cercle géné- 
rateur dans l’une quelconque de ses positions A'L'M'F ; 
du point A” menons la parallèle A’T au grand axe , et 
menons les-cprdes A’F, GM!': il est clair que ces déux 
droites sont égales et par conséquent parallèles, puis 
qu'elles sont comprises entre deux parallèles et sou— 
tendent des arcs de cercles de même rayon compris. 
entre les mêmes parallèles, et par conséquent égaux. 
Donc les deux triangles GIM* et A’BF sont égaux ; 
d'où il suit que BF —=GI = sin GCM”— sin A’DF : 
mais l’arc A’DF du cercle générateur est égal à son 
développement AF ; donc représentant par o l'arc dé- 
veloppé A’DF, par x et y les coordonnées rectangu- 
laires AB , A’B, et par r le rayon du cercle généra- 
teur, on aura les deux équations 


(a)...:.æ—=o—sinœ et y—r—coso....(b), 


qui peuvent être considérées chacune comme une 
équation de la courbe. 


113. Mais si l’on veut avoir l'équation de la à de 
entre ses coordonnées rectangulaires x et y, il faudra 
éliminer © entre les équations (a) et (b) de l'article 
précédent. Or , de Ja première de ces équations , on 
tire w—x + V/r— cos», et de la seconde ,ontire 
cos © = r—7y, donc 


© = X + Very — y”, 
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Big: 6. et substituant cette valeur dans l'équation (b) de l’ar= 
ticle précédént, on a 


3 —=T— cos [x + + V'ary — 7e st (a), 
Il reste à résoudre cette équation, c’est-à-dire , à cher- 
cher la valeur d’une fonction d’une seule variable en 
fonctions de l'autre. 


Développant le cosinus qui est dans l'équation (a), 
il vient 


Y=r"—CO8 Drebà Nr mr ts V/r—cosx ÿin V'ary—y"; 


isolant le dernier terme , et élevant au quarré les deux 
membres, On a | 


r "(27)" ar( spé a cos V'2ry-y"+cosxcos" V/2ry=y? y-ÿ? 
KES 77 sine V'2ry—ÿ"- —cos’x sin” V'2ry—y° : 
transposant le dernier terme dans le premier membre ; 


et” ordonnant par rapport à r cos x, il vient l'équation 
du second degré 


(r cos x} 0 (y— r).cos Very — y Cr cos x ) 
(4 ED Ar Very y" (y—r}, 
Jaquelle étant résolue et ensuite divisée par r', donne 
( Le Vo VIE ksii/2ry=y* 6), 


COS TX — 


ÿ 


équation PRETR dé la Helides Hénd laquelle il fau 
drait, si l’on s’en servait, réduire la quantité V'2ry y 
en parties graduelles du cercle , lorsqu'elle ést pr écédée 
de la caractéristique trigonometrique cos où sin. 


114. Cependant cette équation (b)[art. 113] de la cy- 
cloide, étant fort compliquée par les radicaux et les trans: 
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æendantes , nous nous servirons pour avoir successive— Fig. G. 
ment l'équation différentielle de là courbe, l’équation de 
la tangente et l'expression de la sous-tangente, des équa- 
tions (a) et (b) de l’art. 112, dans lesquelles l’élimi- 
zation de « s’opérera par la simple différentiation et la 
combinaison des. équations différentielles. En effet, 
prenant d'abord le rayon r — 1, afin de faciliter , ou 
du moins afin d’abréger nos calculs, nous réservant de 
le rétablir dans l'équation finale, suivant la loi d'ho- 
mogénéité qui doit exister dans les équations exprimant 
les relations des grandeurs géométriques , nous trouve- 
rons que la différentielle de l’équation (a) [art.112]est 


dx — do (1 — cos © )— yd» [ équat. (B), art. 11217, 
et différentiant l'équation (b) [art. 112], il vient | 
> 


ou, rétablissant l’homogénéité avec le rayon r,ona 


AG d 
dy=sin do = do W2y—y", donc “L 


Ce QUE Tree 


mn y Ne SA IE 


ce qui est l'équation différentielle de la cycloïde; donc 
l'équation de la tangente KA’ de cette courbe est 


Y—7y = HT (z'—x)...(b). 


Enfin divisant les deux membres de l'équation (a) par 


Y, et renversant la fraction résultante, l'on a pour 
expression de la sous-tangente 


0 ete CPS 


(SU = —— 
LA V2ry —y 


Fig. 6, 


Fig. 3 
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Il est extrêmement aisé de construire cette valeur 
de (S.t), puisqu'on a déjà GI, moyenne proportion 
nelle entre M'T(—y) et A"I (—=or—#y}), qui est 
égale à Ÿ/2ry—y"; ainsi prenant sur IA’une longueur 
IE — IM", et du point E menant EH parallèle à GM”, 
on aura IH qui sera (S.t) ; il n’y aura donc plus qu’à 
porter cette longueur de B en K sur l'axe des abscisses ; 
ce qui donnera, compris le point de tangence A’ de la 


tangente , les deux points A’ et K de la tangente A’K. 


115. La normale étant perpendiculaire à la tan- 


et4. gente au point de tangence , il est clair que la tan- 


gente trigonométrique de l'angle EBX formé par la 
tangente avec l’axe des abscisses , étant D (art. 103), 
celle de l'angle ESX formé par la normale ES avec 


; dx à 
l’axe des x sera ———; donc l'équation générale de 


dy 


la normale des courbes planes est 


e dx , , 
y TAN y (x —x).....(93). 


16. Faisant dans cette équation y —0, on a 


À!» L COURS : 

dx? 

mais lorsque ÿ’#= o© , c'est-à-dire au point S où la nor 

male coupe l’axe des abscisses , on a x’ — CS , donc 

x'—x == CS —CD — la sous-normale SD ; ainsi repré- 

sentant généralement la sous-normale par (S.n),on aura 
pour toutes les courbes planes, 


Sn) = 29... (94). 
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117. Ainsi, 1° multipliant les deux membres de 

l'équation (a) Cart. 105] par y, on aura pour toutes 
les sections coniques, 

PHoQr 

Pate 


(S.n) = AMAR {à À 


118. 9°, Dansla logarithmiqueona : Fig. 5. 


Ÿ — — my (art. 108), 


et multipliant les deux membres par y, vient 
“A my* ne Ed 


Faisant x —o,on a (S.n)—m ; donc dans la lo- 
garithmique naturelle , où l'on sait que m—1, latan- 
gente GD et la normale DB qui aboutissent à l'origine 
D de la courbe, sont toutes deux —= 4/2. 


119. 3°. Multipliant les deux membres de l'équation Fig. 6. 
(a) [art. 114] par y , on a pour la cycloide 


_. HU nn) DE V/ary =. 


Mais nous avons déjà vu que BF = GI ( art. 112 ) ; 
donc la droite A°’F, parallèle à celle GM”, est normale 
de la cycloïde au premier point A’; ce qui donne un 
moyen bien simple de mener la normale, et par con- 
séquent la tangente à un point quelconque A” de la 
cycloïde. Sur le petit axe A”’M" de la courbe, 
comme diamètre , décrivez une circonférence de cercle 
A'GM'L"; du DORE À” de la cycloïde où vous voulez 
mener la tangente , abaissez la perpendiculaire A'T sur 
le petit axe AM”; joignez les points d'intersection G 
et de contact M” par la droite GM; ensuite du point A” 
menez la droite A'F parallèle à celle GM", cette 


Fig. G. 


Fig. 3 


et 4. 
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droite A’F est la normale demandée, et de plus elle 
détermine sur le grand axe AA" le point F de tangence 
de l’axe et du cercle générateur , à l'instant où ül 
vient d'engendrer le point A” de la courbe. Menant 
ensuite une perpendiculaire KA’ à la normale , cette 
perpendiculaire est la tangente au point A’ de la courbe. 
Ce moyen de mener une tangente à un point donné de 
la cycloide, est plus simple et plus élégant que celui 
indiqué à l’article 114. 

120. Il est aisé de voir que la tangente EB que 
nous représentons par (T'), étant l'hypoténuse du trian- 
gle EDB formé par cette tangente EB, l’ordonnée 


{ 


ED (= y), et la sous-tangente DB (= L ) ,) On aura 


| dy° + dx? 
(T) — PV Ed Lo (95). 

121. De même la normale ES que nous représente - 
rons par (N), étant l’hypoténuse du triangle rectangle 
formé par cette normale , l’ordonnée ED (— y) et la 
sous-normale DS{ — 4 , On aura 


dx 
DEAR 
(N) RIVER LE (6 


122. Lorsque la. courbe coupe l'axe des abscisses , 
comme cela a lieu dans les figures 3 et 4, la partie BG 
de l’axe, comprise entre les points C et B où l'axe.est 
rencontré par la courbe et la tangente, s appelle 1nter- 
ceptée. Or, BC —BD — DC pour les courbes con- 
caves (fig. 3) , et BC— CD — BD pour les courbes 
convexes (fig. 4) ; donc représentant par (1) l’inter- 
ceptée BC, on aura 
_ydx © xdy 


(1) 7 dy te? -(97)° 
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.123. Nous appellerons co-interceptée l’ordonnée CM 


de la tangente BE qui a pour abscisse l'interceptée 
BC ou (I). Or, les triangles semblables BCM , BDE 


Me CM — He donc représentant par (C.i) 
la‘ co-interceptée CM, on aura 
dx « xd Le 
(Ci) — = (98). 


124. L'expression de la co-interceptée d’une courbe 
én fonction de x, est très-utile pour connaître si une 
courbe est assymptotique : car si faisant dans la valeur 
de cette ligne x— , elle se-réduit à une quantité 
constante et finie ; c’est la condition pour que la courbé 
soit assymptotique : si au contraire cette valeur devient 
imaginaire ou infinie lorsque x — © , on en conclura 
que la courbe n'a pas d’assymptote coupant cet axe. 


Par exemple , dans les sections coniques dont l’équa- 
tion générale est y? = Px + Qx* (art.104) , on a 
xdy __ Pr + Qx 
DATE ES y 
et par conséquent, 
(en (y) =Y HR ne 


u 


Px bs 


RAC) 


Re 1 ; P 

et faisant x — => on a (C.i)—= ———:90r, dans 
l'ellipse, Q est négatif; donc cette courbe n’a pas d’as- 
symptotes. Dans l'hyperbole, Q est positif ; donc cette 
courbe est assymptotique. Et enfin.dans,la parabole , 


Eig. ©. 
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l'on a Q—o ; ce qui donne ( C.i) — 0 : ainsi cette 
dernière courbe n’a pas d’assymptotes. 


125. Il est à propos de remarquer que cette règle 
est en défaut lorsque l’un des deux axes, ou une droite 
parallèle à l’un de ces axes, est assymptote dela courbe; 
mais alors on trouve pour æ—, une valeur nulle 
de y si l'axe des x est assymptote, ou une valeur 
finie de y, si c'est une parallèle à l'axe des x qui est 
assymptote. De même l’on trouve pour y—=, une 
valeur nulle ou finie de x, si l'axe des y ou une ligne 
parallèle à cet axe est assymptote. 


Par exemple, du côté des x négatifs, on a dans la 
logarithmique , | 
| ne 1 
Nr te es 
équation qui donne y — o lorsque x — co ; d’où il suit 
que l'axe des abscisses est assymptote de la courbe. 
À % 


126. Nous finirons ce paragraphe par observer que 
les valeurs particulières non affectées de différentielles, 
des tangentes , normales, interceptées et co-intercep- 
tées, se déduisent si aisément des valeurs correspon- 
dantes des sous-tangentes et sous-normales, qu'il est peu 
nécessaire de se servir des formules différentielles 


(99)24 0 TR 
S IV. 


De la méthode des T'angentes pour les Courbes 
dont les circonstances sont données 
par leurs équations polaires. 


127. Si l’on conçoit qu’une droite PE de longueur 


variable , tourne dans un même plan autour d'un point P 
/ 
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pris sur un axe AX ,en croissant ou diminuant suivant Fig. 7 
une certaine loi dépendante de son inclinaison IPX, 
et exprimée analytiquement par une équation entre 
ces deux variables ; l’extrémité I de la droite variable 
PI, qu'on appelle rayon vecteur, décrira dans sa ro- 
tation autour du point fixe P, qu’on appelle péle, une 
courbe AFIN... dont les circonstances seront données 
par l'équation qui exprime la relation existante entre 
le rayon vecteur PI,que nous représenterons par v, 
et l'angle variable IPX d’inelinaison de ce rayon, que 
nous appellerons anomalie (*) et représenterons par & ; 
Cette équation , que l’on peut généralement représenter 
par F(w, «)—o, s'appelle équation polaire de la 
aourbe. L’on se sert souvent de cette équation, même 
pour les courbes que leur nature semble particulière- 
ment appeler à être considérées d’après leurs équations 
entre les coordonnées ; telles sont les sections coniques, 
et entr’autres l’ellipse qui figure sensiblement la tra- 
jectoire des planètes autour du soleil, et que les astro- 
nomes considèrent presque toujours par leurs équations 
polaires. 


198. Prenant l’origine des coordonnées rectangulaires 
au pôle P de la courbe, il est clair que les équations 
de relation entre le rayon vecteur IP () , les coordon- 
nées rectangulaires PQ (x), QI (y) et l'angle d'ano- 


(*) Quoique cette dénomination ne se soit employée jasqu’à pré- 
sent dans les sciences exactes, qu’en astronomie, pour indiquer 
la distance d’une planète à son aphélie (voyez l’art. 94 et la 
note IX de mon Traité de Navigation ) , il me semble pourtant 
que l’on peut généraliser cette dénomination , lorsque l’on consi, 
dère les courbes par leurs équations polaires. Cest ce que j'ai fait 
dans cet ouvrage. ” 
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kig, 7, malie IPQ (a) sont 

{= y+ax, y—=vsina et x cos æ}.,.(gg). 
Ainsi, par le moyen de deux de ces trois équations, 
l'une d’elles étant toujours le résultat de la combinaison 
des deux autres , l'on pourra passer de l'équation aux 
coordonnéés d'une courbe à son équation polaire , et 
réciproquement. Par exemple , représentant respecti- 
vement par 2A et 2B le premier et le second axe de 
l'ellipse , et par la lettre elson excentricité ; enfin pre- 
nant l’origine des coordonnées au foyer P , On a pour 
équation de l’ellipse entre ses Goésdinnses rectangu- 


laires PT (x) , FT (y), celle 
A°y° = Bf— B2x° + 2B’er. 
Or, y°=—v?— x? (première équation du groupe 99 ) : 


donc , substituant cette valeur de y*, et après cela pas- 
sant — A°x? dans le second membre, on aura 


A°v° — Bf + ex + oB°’ex, 
et prenant la racine quarrée des deux membres , il vient 
Av — B+ex; 


mais == # cos «& [ troisième équat. du groupe (99)f, 


donc 
al» Ay = B° Les cos «., 
B? 
d'où (pee En Le ET UT 10 Le) © CR (#2 
À —e cos æ @), 


ce qui est l'équation polaire de l'ellipse dont on fait 
un grand usage en Astronomie ( voyez la note IX de 
mon Traité de Navigation ). 


129. Soit menée une sécante quelconque. (UFI, et 


aux deux points de secances F et I les deux rayons 
vecteurs 
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vecteurs PF et PI : du pôle P comme centre, et d’un Fig. 7. 
rayon égal au plus petit des deux rayons vecteurs PF, 
décrivons l’arc de cercle GHEFS...; menons la corde 

GF prolongée indéfiniment jusqu’à K ; enfin du pôle P 
menonsla droite PB parallèle à GK.. D’après cette cons- 
truction, la droite IB est une sécante polaire de la 
courbe, et PB en est une sous-sécante polaire dont 

nous allons chercher l'expression en fonctions des deux 
variables # et « qui entrent dans l’équation polaire de 

la courbe. 


Du pole P comme centre, et d’un rayon PO égal à 
l'unité , décrivons la circonference de cercle OEDC. 
qui sera le cercle des anomalies «; prolongeons les 
rayons vecteurs PI, PF jusqu’à leur rencontre en E et 
D de la circonférence du cercle OEDC..., et menons 
la corde ED qui , évidemment , est parallèle aux lignes 
GK, PB. Cela posé, nous aurons par la comparaison 
des deux triangles semblables IGF, IPB, ka proportion 


ER AN PACS EL à SA à 2 DE (a) 5 


mais représentant par le rayon vecteur PF, on a 
IG = Aw; de plus, DLE — Aa; d'où 


DE—v2sin; Aa et FG—ovsink A&; 
enfin PI(=PG + GI)=v+ Av; 


donc représentant la sous-sécante polaire PBpar(S.sp),  , 
la proportion précédente (a) donnera l'équation 


2v? sin + à 
(S.sp) = SE 4 2y sin Aæ......(100). 


130. On appelle sous-tangente polaire d’une courbe , 
la partie B’P d’une perpendiculaire élevée au pôle P 
| 12 
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sur le rayon vecteur PF qui aboutit au point de tan- 


gence F , comprise entre le pôle P de la courbe et le 
point B’ où elle coupe la tangente B'F. 

Pour trouver l'expression de cette sous-tangente po- 
laire , commençons par substituer danslepremier terme 
du rond membre de l'équation (100), le développe- 
ent AL (+ etc. de sin = Aa, 'ce qui ; 
, 2 DYRE LA QUE 7 PE Per aise 2 


LE. | 57 0 | A 5 

en divisant les deux membres de l'équation par a 
donne | 

à : et Ac ; CE : : 

GC: p}= — Le sÙ ee etc.+ovysin+Aæ.....(a). 


Mais faisant nie la sécante BFI autour du point 
fixe F, en rapprochant le point B de l'axe AM, il est 
clair que lorsque le point mobile de section I se trouve 
sur le point fixe F, ce qui est. le cas de tangence, 
alors les quantités Av et Aa s’évanouissent simultané- 


_ ment, le rayon vecteur PF (v) n’est pas altéré , la sé— 


cante KFG au cercle GFS se change en la tangente K'F 
au même, cercle, et par conséquent devient perpendi- 
culaire au rayon vecteur PF ; donc PB’, qui est ce que 
devient PB lorsque la M ante BFI est devenue tan- 
gente en F , étant parallèle à FK’, est aussi perpendi- 
culaire au rayon vecteur PF qui PROUIEe au point de 
tangence F. Ainsi, représentant par (S.tp) la sous-tan- 
gente ‘polaire PB, et toujours suivant la notation Or 


AUTRE dy de e UN Av 
dinaire , par —- ce que devient la fraction — lorsque 
” da Ac 
Jes deux termes s’évanouissent simultanément ; on aura 


l'équation (a) qui se réduira à celle 


Se dy é 
(S.tp) UE » 


ET. AUX DIFFÉRENCES;: 17 
d'où l'on tire l'équation : NN TTE 
ST 1ENEL 3 ?de 1311 
à a (. DER CH 4. 
fi j 97: if (ji 
qui est l'expression Set de RER = polaies ; 


et que nous allons appliquer à à quelques exemples. 


Yan 
ere Trouver la sous-langente polaire del ellipse. 


| Différentiant l'équation @) de l'article 126, on à 


s'œiéts us RT 


es AVR THÉ Écna), (a) ; 
dy. $ RUN a : er 


et multipliant cette équätion membre à à membre par le 


quarré de celle (a) Cart. 138] sil vient PÉ2. où 
NOM LT ses cn (0): 


Pour vérihier cette Éxnetitéd de la sous-tangente 
polaire ‘de l’ellipse ; obseryons que si Pon fait 4— au 
quart q de la circonférence du ‘cercle ;: alors le rayon 
vecteur se confondra avec l’ordonnée qui passe par le 
foyer, et par conséquent les expressions de la sous-tan- 
gente de la courbe considérée d’après son’ équation 
entre les coordonnées rectangulaires , et de la sous-tan- 
gente polaire, devront être nie c’est ce qui a 


3, 


a je Dhernies 


2 


lieu, car la sous-tangente 


cas, se réduit lorsqu'on fait x — A He) de est l’abs- 
€? — À? . B°; 

dise du foyer, à ' = — Ve ét équation (è) se 

e , Ci à + j x. sv) B3 

réduit aussi, lorsqu'on fait Cr q; à (S-p}= 


\ 


123. 


Fig. 8. 
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152. Soit supposé que le rayon PB du cercle AEH 


tournant uniformément autour du centre P, la droite 
LD perpendiculaire sur le diamètre AH ns unifor- 
mément le long de ce diamètre , et parcoure le rayon 
AP dans le même temps que le rayon PB décrit le quart 
de cercle ABE, et ainsi de suite dans les autres parties 
du cercle directeur.L'intersection C des deux droites PB, 
LD, décrit par le concours des mouvemens uniformes 
de ces droites , une courbe . .:.IACFHK.... que l’on 
nomme quadratrice, parce que, comme nous allons le 
voir tout à l’heure , la troisième proportionnelle à son. 
ordonnée PF et à son rayon AP, est rigoureusement 
égale à la longueur absolue du quart ABE de la cir- 
conférence du cercle directeur. 


Il est manifeste , d’après la manière dont est engen- 
drée la quadratrice , que dans une position quelconque 
PB , LD des lignes génératrices, la partie AL du dia- 
mètre du cercle directeur parcourue par la perpendi- 
culaire DL, croît proportionnellement à l'arc AB par- 
couru dans le même temps par l'extrémité B du rayon 
PB ; donc faisant x — AL , «AB, r=AP, q=—ABE, 
= CL, on a d'abord 


æirisasg, doù tang e —tang Dee sed 0) à 
ensuite les deux triangles semblables PLC, PAN 
donnent l'équation 
r—zx)tang « 
y LE 2 = 
et y substituant la Ex de tang « [ équat. (u)}, 
il vient 


V = L #6: 
= tag À. (6), 
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&e qui est l’équation de la mice rapportée à ses 
coordonnées rectangulaires. 


133. Si l’on fait x — r dans l'équation (b), on aura 
l'ordennée correspondante PF — 2, dont nous déter- 
minerons Ja valeur d’après la méthode enseignée à l’ar. 
ticle 60, en commençant à mettre l’équation (b) sous 


r (r—x\) 


la forme y =: ensuite différentiant séparé- 
COt — 
T 


ment les fes termes de cette fraction, elle deviendra, 


| _ sin? 
toutes réductions faites , 


» fraction qui se 


2 
réduit à . lorsque l'on fait x — r ; donc l’ordonnée 
nt n° 

FP —=— ; où q — FP° 
Ainsi, prenant sur le prolongement de PA une lon- 
gueur AM— EF, on aurait PM qui serait géométri- 
‘quement la loigëur absolue du quart de circonfé- 
rence du cercle ABE, si la courbe ....I1AFHK...., 
À laquelle la belle propriété que nous venons d’énon- 
cer: a fait donner le nom de quadratrice ; pouvait elle- 
même se construire géométriquement comme le cercle; 
mais cette construction étant malheureusement impos- 
sible ; il s'ensuit que la rectification , et par consé- 


quent la Se du cercle n'en est pas plus 
ayancée. 


134. Pour passer de l’é équation aux coordonnées rec- 
tangulaires de la quadratrice à son équation polaire , 
nous nous servirons de la première équation du groupe 
(99), ce qui nous donnera 
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Fig, 8, | | LS 
D jé Vox 
VE ns ee np rt 

x 

cos Ÿ 
ji + } 2 T1 
mais | me d'où à pures ; VECTEURS 

q JÉSUTE & TNSONMSET PI 0 # 
6 a + LU un 4, 4 ; + : 
op - CRI .. (a) 4 + SUP AN 

g cos & 
0 » ÿ + ? A NEA à £ 

Si l'onfaiteæ== q, d'où y = 5, .0on tronverapar la 


2 


» , Me r 
méthode de l'article 60, que v ou PF — —, comme 
nous l’ayonsstrouvé dans l’article précédents «+1101 


BEEN Différentiant l'équation, Ça), de l'article 184, 


238 + 


par rapport à y et à a ,ona \ 
n : t{ * tt "#6 
: = LE NUE EPS pres F à 
de goongj PUS | 


dy r(q—2) PME dé 
4 0 OL unes MSA gr tertid 


done multipliant membre à membres cette deraièse 
équation par le quarré,. de. lle (a). de, l'article PET 
cédent x 0n aura 


| A à al t#09 fs HUr als 139 D 5909 
rte n : #4 4 
4°de ) 54 ec 5 ay ti, 997 1 3535 ER 
: ou (S.tp)= - “cg - d nuls: D. 
A A .q Et SH 2 TG co 2" 
| 0 | QE SG #15 COQ À HS 


136. Nous ne CENT ARE plus d’ sr. rs pour 
les courbes qui , comme les alpébriques.et.les!transkeu- 
dantes que nous ayons considérées précédemnientssont 
leurs propriétés ‘caractéristiques qui se traduisent: 
priori en équations entre les coordonnées ; et_nous 
allons nous occuper d' une espèce de cpurbes transe 
dantes!, appelées spiräles ; que l'on ne PRES 


‘leurs: équations polaires lesquelles sont dédtifes 
priori de la propriété caractétistique de ces FRENCO] 
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Si l’on conçoit qu'à mesure que le rayon AB tourne Fig. 

‘uniformément autour du centre À pour décrire la cir- 
conférence de cercle BCGKB , le point A glisse uni- 
formément sur le r2yon mébile AB en s’éloignant du 
centre , de manière qu'il soit rendu à l extrémité B du 
rayou mobile , lorsque ce! dernier est revenu dans sà 
première position AB, et qu'à une seconde! révolution 
du rayon mobile: BMD HRE le point générateurs’ ‘éloigne 
toujours du centre , de manière'à être: ‘parYénu à une 
distance AH HS AB de ce céntre à la fin de la'séconde 
révolution entière du rayon mobile , ét ainsi de suite 
indéfiniment : le point qui se: eût ainsi sur‘le rayon 
mobile et sur son prolongement ; décrira üre ‘courbe 
ADBEFH.... dont chaque point s'éloignera”sans cesse 
de son origine PAC et qui s’appélle spirale d’Archimède : 
chaque partie ADB, BFH , etc. de la courbe engendrée 
dans une LÉO  DrHBlate du rayon mobile AB, 
6 appelle spire ; ainsi la figure Q ne présente que deux 
spires de la spirale , qui peut en avoir un nombre in- 


défini. 


137. Il est évident , d’après la définition précédente 
de la spirale , que Chadue rayon vecteur AD est au 
rayon AC du cercle directeur , comme l’arc BC décrit 
par le rayon mobile est à Ia cirbonference entière du 
cercle ; donc représentant par r le rayon du cercle 
directeur, par c la circonférence de ce cercle, par v 
le rayon vecteur AD , ét par.« l'angle d'anomalie CAB , 
on aura la proportion # : r :: æ : c , d'où 


CAPRONS 


27. 


LA 
VS 
C 


Telle est l'équation polaire de la spirale d'Archi- 
mède. Si l'on voulait, par le moyen des formules (99); 
passer de cette équation à celle des coordonnées rec= 


Fig. 9 


184 CALCULS DiFFÉRENTIEL 

tangulairés , non-seulement l'équation résultante per- 
drait la grande simplicité de celle (a) , mais c’est qu’en- 
core elle ne pourrait donner que des suites indéfinies en 
fonctions des coordonnées. 


‘équation (a) donnerait un moyen hien simple de 
diviser la circonférence du cercle directeur BCG en 
autant de parties égales qu'on le voudrait , si l’on avait 
un moyen de décrire la spirale par un procédé pure- 
ment géométrique , puisque «& étant donné, le rapport 
de à à c multiplié par r , donnerait la valeur correspon- 
dante de y ; cela obtenu, du point À comme centre, 
avec une ouverture de compas —=#, décrivant l'are 
de cercle DL, on ferait passer par les points À et D 
une droite ADC qui marquerait sur la circonférence 
du cercle directeur, le point de division demandé C. 


138. Différentiant l'équation (a) de l'article préce- 
dent,ona Le 


c 
TD == 27..,.,.(a); 


et multipliant membre à membre cette dernière équa- 
tion par le quarré de celle (a) de l'article 137, on a 


«da T a? 
ou sous-ta L— = - dm —,...(b). 
Ty OU sous-tang pol.= AR = = « (2) 


Mais . == y ['équat. (a), art 137 1, donc 


sous-tang. polaire AR = va... ..(c). 


Or, la longueur absolue de l'arc de cercle DL décrit 
du “pôle À comme centre.et d’un rayon AD =, 
est évidemment —wv«; donc la sous- tangente AR 
est égale à la longueur absolue de l'arc DL, et 
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par conséquent la sous - tangente de lagcourbe à F 


une extrémité B d’une spire entière , est égale à la 
longueur absolue de la circonférence entière du cercle 
directeur ; et enfin, généralement, la sous-tangente à 
l'extrémité de la nie spire, est égale à la longueur 
absolue de n circonferences du carclé directeur. Belle 
propriété de la spirale d’Archimède, qui donnerait 
la rectification géométrique de la circonférence d'un 
cercle , si l'on savait décrire géométriquement la 
spirale. 


139. La spirale d'Archimtde n'est qu’un cas par- 
ticulier des spirales de tous les genres}, dont U équation 
générale est 

pes patss ee (0), 


en considérant l’un des deux exposans, par exemple 
celui m durayon vecteur, comme étant toujours po- 
sitif, ce qui peut se faire dans. tous les cas (*). 


L'on distingue deux espèces de spirales, savoir : 
celles de l'équation (a), et celles de la même équation 
lorsque n est négatif. La première espèce de spirale 
est surnommée parabolique, à cause de l’analogie qui 
existe entre son équation #" —pa" et celle y" — px” 
qui appartient aux paraboles de tous les genres. La se- 
conde espèce de spirales est surnommée Ayperbolique, 
à cause de l’analogie qui règne entre son équation 
sa — p et celle y"x" = p des hyperboles de tous 
les genres , rapportées à leurs assymptotes. 


La spirale parabolique a évidemment son origine 


(*) En effet, si les deux exposans m2 et 2 sont négatifs, l’équa- 
tion (a) peut se mettre sous la forme 0" —=p'añ, et si le seul 
exposant mm est négatif, l’équation (a) prendra la forme var = p 
que nous déco dans cet article. 
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au centrée mouvement du rayon mobile , puisque 
pour æa—0o, on a v—0., au lieu que dans les spirales 
DA tes. l’origine. de la courbe est placée à à une 
distance infinie du centre de mouvement » Puisque pour. 
HO ON 4. U=+ 00: De plus, la Dette se rapproche 
sans cesse du pôle sans pouvoir jamais l atteindre, puis- 
que pour y—0,0n à "Aie OA ainsi la spirale hyper- 
bolique n’a pas une spire entière , Quoique, la quantité 
dont elle en diffère soit plus petite que toute quantité 
donnée. 


140. La spirale “hyperbolique, du. premier genre, 
c'est-à-dire celle qui à pour équation 


ART 02e (a), . 
ai, comme la logarithmique,, sa sous-tangente constante 


Cart. 108). En effet, Pitt Léquais précé- 
dente, on a 


C'ibes, 


cu sl 0ù asus y On Paae nn" ile 
et combinant cette équation différentielle avec la pri- 


2d a 


mitive,on a , Où 


. dy 


(S. D) pis). 


141. Il n’est pas possible de passer, des GR 
polaires des spirales aux équations complètes d'un 
nombre limité de termes, ‘ainsi que nous l'avons déjà, 
dit à l’article 157; mais on peut aisément dans les 
spirales de même que dans toutes les autres courbes 
planes, parvenir. à une équation-différentielle qui ne 
contienne plus que des fonctions algébriques des deux 
coordonnées rectangulaires y et x , ayec les différen- 


tielles dy et dx. | hr 3 


En effet, Ad énbant les deux dernières équations 


PR re Pr 
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du groupe (99), onac a: ot 

ay: == dy sin & + vda cos e etdx— dvcosa—vdasin à, 

ou dÿ— dy sin à + none et dx dv cos d'— yda; 
‘éliminant dy entré ces deux dernières équations, ona 


Ce af is} 
dy cos à — dx sin & = xda cos à + yde : sin & ; 


Te 
inais' cos & —= = = et sin 4 — Ps 
‘done ph La San Cr 42 Das, 
| d'ob Ton bre | pret . 

dy — vdx NE dy de 
- da Ur NUS 102). 


Lrr12% 


différentielle la alu pda de da, ‘ainsi que 


4 EN 


Celles veus ec: VP+e be à enfin 
2e 

éliminant & par lei moyen .de éqiation proposée qui 

donne la valeur de cette anomalie en fonction du rayon 


Lo PU TRE 
vecteur ÿ ou VY E x, on aura V équation ‘différen- 
tielle de la charbon Eté à à ses coordonnées rectan- 
gulaires yet. 


Par, exemple, ailférentiant lé Auto @ Las 159] 
eux. spirales de tous. les ESRASS on Ra Lséitat lt 


s : F où pre = os = npa" de, FC; ; Ait 


‘à ofr 


CL 
a, 


et substituant dans cette dernière mure valeurs pré- 
cédentes de. Er 5 Her ainsi Que celles des V—= VHS ch et 


£ ti l +29 80 Sani. 
m ———i—— 
de Per, ÿ or UE = JE bi , on 
p& 71 — Fi di 
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aura , toutes réductions faites , 


on MAIRE APE 2 
m V (y + x)" (ydy — xdx) =np" (xdy — ydx), 
ce qui est l'équation différentielle de toutes les spi- 
rales considérées par rapport à leurs COOtUGEEES rec— 
tangulaires. 


142. Outre les spirales que nous ayons considérées 
précédemment , et qui ne sont transcendantes que par 
l'angle d’anomalie «, il y a encore les spirales dont les 
deux variables sonttranscendantes , et dont l'équation 
est de la forme 


log V—=æ.. ..(@)'; 


ces courbes s'appellent Pr logarithmiques. Celle 
qui est le lieu de l'équation (a) est dans le système qui 
a un module quelconque m; et par analogie avec ce que 
nous avons dit sur les logarithmes et logarithmiques, 
la spirale logarithmique naturelle a pour équation 


= &h. Logo r(bi 
Faisant 4 — o dans l'équation (a)., il vient 
logv—o, d'où v—1: 


donc la spirale logarithmique ayant son origine à l'ex- 
trémité du rayon du cercle directeur , s’étend indéfini- 
ment en dehors de ce cercle par des spires qui s'é- 
loignent toujours.plus. de sa circonférence ; mais pour 
les valeurs négatives de 4, la spirale s "étend indéfini- 
ment en dedans du CCR directeur , par des spires 
qui se rapprochent sans cesse du: düntre du cercle où 
pôle de la spirale , sans pouvoir jamais l’atteindre , 
puisque pour y — o, on aurait log. y = — 00. 


143. Différentiant l'équatiôn (a) de l’article pré- 


ÆET AUX DIFFÉRENCES. 18g 
cédent, on a 
dy Ana EE vda 
— —= da, d'où mr INT su (Q) 


mais # — D", en représentant par b L base du système 


logarithmique qui a pour module m ; donc “ fe > OU 
Spy b 
(S.tp) — rap N  OR } 


144. Il est évident que dans le triangle rectangle 
B'PF,ona 


FD AUS D) L'Yyde 
DE TTt ep fau din 


donc dans la spirale logarithmique, la tangente de l’angle 


tang PFB’ M be 


PFB" est égale à la quantité constante = Céquat. (a), 


art. 145]. D'où l’on conclut que cette courbe coupe 
tous ses rayons vecteurs sous un même angle. Ainsi 
dans la spirale logarithmique naturelle, tous les rayons 


vecteurs sont coupés par cette courbe sous un angle 
demi-droit (*). | 


145. La théorie des sous-tangentes polaires nous con- 
duit à une propriété générale des sections coniques 
dont, à ma connaissance , aucun auteumn’a fait men 


(*) La projection équatoriale de la loxodromique dont nous 


avons parlé avec beaucoup de détail à la note IV de notre Traité. 


de Navigation , est évidemment une spirale logarithmique ayant 
pour cercle générateur l’équateur, et pour pôle le centre de la terre, 

qui est sur le plan de l’équateur la projection des pôles de la 
terre. Cette spirale logarithmique a pour module la cotangente 
trigonométrique de l’angle du rhumb de vent; de manière que la 
projection équatoriale de la loxodromique parcourue par un vaisseau 
qui gouverne à l’une des quatre aires de vents suivans NO , NE, 
80 et SE du monde, est une spirale logarithmique naturelle, 


Fig. 
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. tion , et qui, cependant , est très-remarquäble, ce qui 


nous engage à la faire connaître. 

Il est aisé de trouver, par un calcul semblable à 
celui de l’article 128 , que l’équation polaire de l’hy- 
perbole est de même formé que celle (a) L'art. 128 
de l’ellipse, c'est-à-dire que ‘toute la différence: con- 
siste dans l’excentricité -e qui, pour lellipse, est 
V/A2— B?, et pour l'hyberbole est W/A*+B°; on & 
donc pour ces deux courbes, 


ps 
à pese 


A VA Bi cos « 


Las CO) 


équation qui pent être mise sous la forme 
B° 


% A 
f' B2 
MAR AT h het ose 


tais représentant par P le paramètre au prémier axe j, 


25 4 e6E 


L 2 


P ii 
OA EE ; donc l’équation (b) se réduit à celle 


qui est générale à toutes les sections coniques en pre= 
nant le sigue — pour l’ellipse, celui + pour l'hyper< 
bole, et faisant A À pour la parabole. | 


Différentiant "équation (c), on a celle 
44 Eee en 1 di 
La? Von Les RTE d ë 
SA ape + (a) ; 
— ra cu 
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et multipliant cette équation membre à membre par Fig. 7. 


le quarré de celle (c), il vient he ou 


sous-tang. pol. de toutes les courbes du second degré 
ED 


RO pe man) 
cha À AT 


donc représentant par 4” le rayon PB‘ de la ligne 
engendrée par le sommet B° de l’angle formé par la 
tangente FB’ et la sous-tangente PB’, on aura pour 
équation polaire de cette ligne 

CAL nait 


Vire L | 
TA PE NS 


Mais l'angle B'PX formé par le rayon vecteur , et l’axe 
PX que nous représentons par æ”, est eeBl à l'angle 
droit B'PF + &; donc sin 4 = — De æ ; ainsi substi= 
tuant cette cpu dans l'équation (f), CUS multi- 
ph les deux membres par cos «/, et faisant attention 
que v" cos = PV —— x, on aura pour équation 
du lieu de tous les, points B’ 


— P 


or 6), 
2 DTA 


ce qui est l'équation d’une ligne droite VM parallèle : 
à l'axe des ordonnées y- 


L— 


Il sera aisé de construire cette faleür de x Ra. (1 ; 
en observant que faisant & — 1004, le rayon vecteur se 
confond avec l'ordonnée PY, passant par le foyer P; et 
la sous-tangente polaires” se confond avec ceile PV aux 
coordonnées, rectangulaires. Mais lorsque «4 = 100, 
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Fig. 7: la formule (f}) se réduit à Ke 


RD Gi 
ToA 


donc la sous-tangenté aux coordonnées rectangulaires 


A an 


PV — 


Faisant À — +, on a pour la parabole PV — + P; ainsi 
MVM' est la directrice de la parabole ; et par analo- 
gie, nous appellerons directrice de toutes les sections 
coniques , la perpendiculaire MM à l’axe principal de 
la courbe qui coupe ce dernier axe à une distance du 
foyer égale à la valeur que nous venons de trouver à PV. 


Donc, généralement, la directrice des sections coniques 
est le lieu des extrémités extérieures des sous-tangentes 
polaires de ces courbes. 


146. Cette belle propriété des sections coniques 
donne un moyen bien simple , et qui est général à 
toutes ces courbes , de mener une tangente par un point 
donné F de la circonférence , puisque menant au point 
donné F le rayon vecteur PF, et au point P la perpen- 
diculaire PB’ à ce rayon, le point d’intersection B” de 
cette perpendiculaire avec la directrice MM, sera un 
second point de la tangente demandée. 


147. La distance TV d’un point quelconque d’une 
courbe du second degré à sa directrice MM’ est 


Pal / 1 FRS 
= VP4PT=VP+ x q- G), 


art. 145]. PACE Fa) 


Mais 


ET AUX DIFFÉRENCES: 103. 
P+ox LE _ 
Mais le rayon vecteur PF — n 


| Fig. 7. 
à AUD 
donc, dans toute section conique, la distance d’un 


point quelconque de la circonférence de la courbe à 
la directrice est au rayon vecteur correspondant , 


\ As à à us? 
comme l'unité est à LD: a Ce rapport est celui 
de l'égalité lorsqu'on fait A—+., propriété très-connue 
de la parabole. Le même rapport nous donne la dis- 
tance d'un point de la courbe à la directrice plus grande 


que le rayon vecteur dans l’ellipse, et l’inverse dans 
r hyperbole. 


L 


148. Dans la spirale d’ Archimède, l'on a 
DAB (2) = DAR (g) + RAB (+), 


donc l'équation (b) L'art. 1587] nous donnera pour 
équation du lieu de toutes les extrémités R des sous- 
tangentes polaires de la spirale d'Archimède, celle 


Fig. 9: 


= (g+a).....(), 


(*) Prenant l’origine des coordonnées au foyer Pdes sections 


coniques, l'équation aux coordonnées rectangulaires de l’ellipse et 
de l’hyperbole est 


Bi Bixr2 + 2B°ex i 
fi ee | 78 


Mais #3 —yÿ* + x2; donc pour ces sections coniques, on a 


2 


nn + (As: = B2) 72 + 2B’ex bi + e?x2 + 2B’ex 


A2 RAA + A2 > 

d’où 
‘4: Bitex _Be ARE FAN | P 
fee + LT +P+zx 1F 74 
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ce qui ést l’équation de la spirale parabolique du pre- 
mier genre. 


149. Dans la spirale hyperbolique du premier genre 
(art.140), on a #——pT[équat. (b), art. 140 |; 
donc puisque 4", rayon vecteur de la ligne engendrée 
par les enEne Rte des sous-tangentes dolarres de la 
courbe ci-dessus, est constante ; il suit que la courbe 
aux sous-tangentes polaires de la spirale hyperbolique 
du premier gènre , est le cercle ayant pour rayon p, 
et par conséquent le cercle directeur de la spirale en 
question, 


150. Dans la spirale logarithmique ,ona « —u—g, 
d'où & — & + q ; donc l'équation (b) ['art. 143 ] don- 
nera pour équation polaire de la courbe aux sous-tan- 
gentes de la spirale logarithmique, 


L(q+2") 
stores d.(G):5 


” 


Y == 


m. 


d'où il suit que cette courbe aux sous-tangentes est 
elle-même une spirale logarithmique. 


Fig.7. 151. On appelle sous-normale polaire, la partie PR 
de la perpendiculaire B’R au rayon vecteur PF, com- 
prise entre le pôle P. et le point R, où la perpendicu- 
AE est coupée par la normale FR. 

e rayon vecteur FP étant la perpendiculaire abais- 
sée es le triangle rectangle B'FR du sommet F de 


l'angle droit sur l’ re B'R, on a PR — Gr? 


; v?da 
mais PF — v,BP—" F4 


tant par (S.np) la sous-normale polaire PR , on aura 
généralement 


+ 


Ge 


ET AUX rs 19 
(S. np) =Ÿ = (rad): 


152. Done, 1°. renversant l'équation (4) de l’ar- 
ticle 145, on a pour toutes les sections coniques, 


GE mi a sin æ 
Ja sous-n. pol. — 
EVA Je st 


153. 2. Renversant l'équation (a) de l’article 138, 
on trouve 


la sous-norm. pol. de la spir. d'Archimède= —. .. (a). 


Ainsi cette courbe jouit, comme la parabole con- 
sidérée entre ses coordonnées rectilignes, de la pro- 
priétéd’avoir sa sous-normale constante; d’où nous con 


1 
«] O f ——— . 
clurons, 1°. que si nous prenons AI — na et que si du Fig. o- 


point I nous menons à tous les points D, E..., oùle 
rayon vecteur ADE... , prolongé indéfiniment , ren- 
contre toutes les spires, les droites ID , IE...., les 
perpendiculaires DR, EM... en D, E re aux 
droites ID , IE..... seront Aanpantes à la courbe. 
2% Que toutes ces tangentes rencontreront la perpen- 
diculaire IR.... au rayon vecteur, à la droite de ce” 
rayon, puisque la sous-normale constante AT est tou- 
jours à la gauche du rayon vecteur , et que d’ailleurs 
la tangente trigonométrique de l'angle formé en I par 
la normale et la perpendiculaire au rayon vecteur, est 


7 e Re | ON —+-L 
la quantité toujours positive as , dans laquelle » 
2 7T 


représente le nombre complet de spires. 3°. Que la 
sous-normale étant non-seulement constante pour une 


même spirale d'Archimède , mais encore pour toutes 
10% 


Fig. 0. 
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ces courbes dont les cercles directeurs diffèrent entre 
eux , On pourra, par le même procédé que celui que 
nous venons d'indiquer pour mener les tangentes aux 
différentes spires d'une seule spirale, mener facile- 


. ment des tangentes aux points d’un nombre quelconque 


de spirales différentes ayant leurs cercles direc- 
teurs concentriques , qui sont coupés par. uñ même 
rayon vecteur. 4°. Que le lieu géométrique engendré 
par l’extrémité I de la sous-normale polaire de la spirale 


- d’Archimède, est une circonférence de cercle. 


1 


154. 3°. Dans la spirale logarithmique , la sous-nor- 
male polaire est — mv ( art. 143); donc cette courbe 
jouit encore de la propriété d’avoir ses sous-normales 


* proportionnelles auxrayons vecteurs. 


SV 


Des points singuliers des Courbes. 


155. On appelle ainsi les points d’une courbe où se 
manifestent quelques circonstances particulières, qui 
cessent d’avoir lieu pour les points environnans, quel- 
que près qu'on les suppose des premiers. Nous allons 
examiner successivement ces différens points, et donner 
les méthodes pour les reconnaître par le seul moyen 
de l'équation de la courbe. 


156. La théorie des maxima et minima que nous 
avons développée avec beaucoup de détails dans le 
chapitre IX, s'applique de la manière la plus simple 
aux recherches des plus grandes et plus petites coor- 
données d’une courbe dont l'équation est donnée, 
et l’on pourrait, par le moyen de cette seule 
analyse, conclure, 1°. qu'une courbe est susceptible 
d'avoir des coordonnées maxima et minima, lors- 


1 
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* 0 < e 4 0) d 
que, après avoir égalé le coefficient différentiel = à 
LÉ 
zéro , on ne trouve aucune valeur absurde où imaginaire 
aux coordonnées. 2°. Que la valeur trouvée à l’ordon- 
née y par ce dernier calcul, sera un maximum, lorsque, 


substituée , ainsi que la valeur correspondante de x, 


dd 
dans la valeur de T= , ce résultat sera négatif ; et 
va 


dc 
qu'elle sera un minimum , sila valeur de TT est po 


” dx? 


sitive. Or, la courbe présente sa concavité ou convexité 


DS 4 à dd AN 
_ à l’axe des abscisses, suivant que J = est négatif ou 


positif (art. 97). Donc une courbe ne peut avoir d’ or- 
donnée maximum qu’en tant qu’elle est entièrement, ou 
en partie concave vers l'axe des abscisses, et elle ne peut 
avoir d'ordonnée minimum qu'en tant qu'elle est entière- 
ment ou en partie convexe vers l’axe des abscisses, Mais 


dy 
si les valeurs des coordonnées qui rendent = si 


y . gÉ S dd . Fr e 
font évanouir la valeur de bi sans faire évanouir 


dx? 


d° darts x 
celle de ses LT , la courbe n’a pas d’ordonnées d'extrèmes 
grandeurs , etc. # 

157. Toutes ces circonstances peuvent aussi aisé 
ment se déduire des simples considérations géométriques 
dont nous nous sommes occupés dans ce chapitre. En 

dy * * HE 
effet, = exprimant la tangente trigonométrique de 

À 1 
l'angle formé par la tangente de la courbe avec l'axe 
des x (art. 105) , il est clair qu'aux points B et D ,où p;, 


l'on a 9 — a , les tangentes HO et KL seront para... 


ps. LOs- 
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* Fig. 10. lèles à l’axe des abscisces : ainsi les coordonnées CB ; 
ND qui aboutissent aux points de tangence B et D ù 
dy 
dx 
dans les parties concaves EBM et convexe MDF ; car 
pour tout autre point de la partie concave EBM, la 
tangente à ce point étant inclinée vers l'axe XX”, on a 


— 0 , seront respectivement maximum et minimum 


d y x L4 , X , 
= >0, et la parallèle menée de ce point à l'axe de x, 
LE 
passe en dessous du point B. De même, pour tout autre 
ë d 
point de la partie convexe MDF, on a _. > o, et la 


parallèle menée de ce point à l'axe des x, passe en 
dessus du point D. 


À la seule inspection de la partie EBDF de la 
figure 10 , on voit qu’une ordonnée maximum ne peut 
aboutir qu'à un point de la concavité de la courbe, 
circonstance indiquée par l'expression négative de 


ddy à 4 va 
Te (art. 97) ; et qu une ordonnée minimum ne peut 


aboutir qu'à un point de la convexité de la courbe, 


ddy 


circonstance indiquée par l'expression positive de Ta 


158. Cependant si la waleur de x déduite de l'équa- 


, d à . 
tion 9) ad o, rend nulles celles de tous les coefliciens 
dx 
d?r+2 
différentiels, jusqu'à celui d'un ordre pair pre né 


clusivement, sans faire évanouir le coeflicient différen- 
d2r+3 


tiel suivant de l’ordre impair TR , il faut en con- 


cluré qu’au point de contact I de la tangente GP 
parallèle à l'axe des x, il n'y à pas d'extrémes gran 
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deurs de y, et par conséquent ni convexité ni conca- Fig . 16: 
vité, et que conséquemment ce point de contact I est 
précisément celui où la courbe passant de sa concavité 

à sa convexité , ou réciproquement , ne participe ni de 

l'une ni de l’autre de ces deux circonstances , et alors 

la tangente GP coupant la courbe à ce point I, est en 

même temps tangente de la branche concaye FI et de 

la branche convexe IV. Cette théorie est conforme à 

celle purement analytique des maxima et minima , 
développée précédemment. 


x 


Le point remarquable X où la courbe passe de sa 
concavité à sa convexité , ou réciproquement, s'appelle 
point d’inflexion ou point de rebroussement, selon que 
la courbe s'étend de part et d’autre du point I suivant 


FIV, ou du même côté par rapport au point I dh 
FIF" ou VIV’. 


Ainsi à ce point I , la valeur du coefficient différen- 


. (*) cesse d’avoir le signe — ou + qu’elle avait 


immédiatement auparavant , pour prendre le signe 
contraire immédiatement après. Or , ce passage du 
négatif au positif, ou réciproquement, ne peut avoir 
lieu lorsque la variable x se trouve seulement comme 
facteur du numérateur de la valeur du coellicient dif- 


/ . dy 
férentiel ra» 


— o. Mais lorsque la variable x est au dénominateur, 
ce passage du positif au négatif, ou réciproquement, ne 


à 


(*) C’est pour simplifier que nous ne parlons ici que du coefficient 
différentiel du second ordre ; mais il est bien entendu que ce que 
nous disons pour ce coefficient a lieu pour celui de Pordre paix 
an-+2 , lorsque tous les précédens s’évanouissent par la substitution 


de la valeur de x, déduite de l’équation To! 
dx 
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Lg. 10. s'effectue souvent que par une valeur intermédiaire de 


d LA [1 . L2 
Y entre les deux résultats de signes contraires, qui 


dx? 
est infinie ; tel serait, par exemple , le cas où la valeur 
bed RES À 
de serait la quantité + >; qui ne peut passer du 
x 
négatif au positif, ou réciproquement , qu'en passant 
par l'infini. 
x dd f 0 

159. Le caractère = o ou—+, étant celui 
du passage de la concavité à la convexité , et réci- 
proquement , lorsqu'il ne fait pas évanouir la valeur de 


dy 


en conservant sy et ainsi de suite pour lesordres 
dx dr? P 
plus élevés ; il s'ensuit que si nous représentons par gx 


dd | 
le numérateur de la valeur de Ta dans le cas où pour 
æ 
passer du positif au négatif, et réciproquement , cette 
valeur doit être nulle , et si de même nous représentons 


dd 
par gx la valeur du dénominateur de T _ ; 


A 0 e e r . 
même passage doit se faire par la valeur intermédiaire À de 


ns , il faudra toujours faire 
dx: 


lorsque le 


LR cab 0 PRE LS CN 


pour indiquer la circonstance particulière que nous exa- 
minons du cours de la courbe. Donc, si représentant par 
a la seule racine réelle que nous considérons de l'équa- 
tion( a) [*], et si substituant cette valeur de x dans 


ne) 


[*] Nous ne considérons que cette racine, parce que ce que 
nous disons pour celle-là, a également lieu pour les autres, en tan: 
qu'elles sont réelles. 
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telle du coefficient différentiel suivant, et dans celle de Fig. 10. 


« Ÿ la première d 'évanoui 
7» la première de ces valeurs ne s'évanouit pas, et 
Ja seconde s’évanouit ; on en conclura qu’au point L 

-_ dont l’abscisse est a, et où la tangente GP est paral- 
lèle à l'axe des x, il y a eu dans cette courbe un 
passage de concavyité à convexité, et réciproquement. 
Or, ce passage peut avoir lieu de deux manières diffé 
rentes , soit 1°. que la courbe, après ce point singu- 
lier L , continue toujours à s loiener de l'axe des y sui- 
vant IV comme elle le faisait auparavant, et alors.le 
point L'est d’inflexion horizontale (*) ; soit 2°. que la 
courbe s'étant éloignée de l'axe des y suivant FI jus- 
qu’au point [, rebrousse chemin à ce ,point-là pour 
se rapprocher suivant IF” de l'axe des ordonnées 5 
alors le point I est de rebroussement horizontal (**). 


‘ Ge point de rebroussement aurait encore pu provenir 
de ce que la courbe se rapprochant suivant VI de l'axe 
des y jusqu’en I, rebrousse chemin à ce point-là pour 
s'éloigner ensuite de l’axe des ordonnées suivant IV”. 


D dd | 
160. Les deux caractères nds — Oou —: el 


dx? 
1120 


à o appartenant également aux points d’inflexions 
TL 


et de rebroussemens horizontaux , il faut, pour recon- 
naître lequel de ces deux points singuliers a lieu dans 


* 
(*) Nous ajoutons l’adjectif horizontale , afin de distinguer cette 
inflexion pour laquelle la tangente GP est parallèle à l’axe des x, des 


autres inflexions verticales et obliques dont nous parlerons dans les 
articles suivans. 


: (*)L’adjectif horizontal est encore ajouté au mot rebrousse- 


ment , par une raison semblable à celle exposée dans le renvoi 
précédent, 


Fig. 10. 
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la courbe qu'on examine, trouver des caractères parti 
culiers à chacun d’eux ; c’est ce que nous allonstrouver 
des deux manières suivantes : 


°. Représentant par d une quantité indéterminée 
de l'on pourra généralement prendre plus petite que 
toute autre quantité donnée, et toujours par a l'abs- 
cisse AB du point singulier I ; il est clair que si ce 
dernier point est de DT bte en substituant 
à la place de x dans l'équation de la courbe a + d 
( branches IV, IV’) ,ou a—® (branches IF, IF’), 
Où aura deux valeurs de y; ce qui, évidemment, 
n'aura pas lieu si le point I est d’inflexion (*). 
LE Le: ddy ; 
2°, Si, substituant dans la valeur de Ta 0 fonctions 
de x la quantité a+ 9, ou a— à à la place de x, 
ddy 
dx° 


une preuve que le point I est de rebroussement , puis- 


on a deux valeurs de signes contraires de , c’est 


LL 


sec" , nous 


dx? 
indique que pour toute abscisse aussi voisine qu'on le 
voudra de celle AB, correspondent deux points de la 
courbe, dont l’un appartient a une branche IV ou 
IF” Éournaut sa convexité vers l'axe des x, et dont l’autre 
appartient à une branche IV” ou IF tournant sa con- 
cavité vers le même axe. 


que cette double valeur en <+- et en — de 


memes cote nommer 


(*) I faut bien faire attention que d est une quantité indéter- 
minée , et qu'ici il est sous-entendu , lorsque nous disons qu’à 
Pabscisse a + d\, il ne répond qu’une seule valeur eZ , que c’est 
généralement pour toute valeur de d'aussi petite qu’on le vondra ; 
car si l’on donnait à d une valeur déterminée telle que y, il se 
pourrait que Î étant un point d’inflexion , à Pabscisse Ay = a + à 
correspondissent deux ordonnées 7V et YZ 
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La complication de l'équation donnée de la courbe Fig. 10. 
22/0 MEET V9: À CURE 
et de la valeur de _. , déterminera sur le choix à faire 
TL 
de ces deux méthodes. 


€ 


| è DA NOÉ 
* 161. Lorsqu'avec le caractère TE = 0 ou —=+À, 
d'où go (art. 159), on aura, par Ja substitution 


de la racine a de cette dernière équation dans la valeur 


NES , (A 
de — , l'expression +, alors la tangente QR au point 


L \ 
I’ étant perpendiculaire à l’axe des x, ce point I’ sera 
d'inflextion verticale ou de rebroussement vertical ; et” 


4 e d A ddy HU O ts 1 
pour reunir aux deux caracteres da = OU —= 5, 


et — + qui appartiennent également à ces deux 


points singuliers, un troisième caractère qui particu- 
Jarise chacun d'eux, on se servira de l’un des deux 
moyens suiVans : 


1°, Si substituant sucessivement dans l'équation de la 
courbe les quantités a + à et a— à la place de x, 
on a deux valeurs de y, l’une plus petite et l'autre: plus 
grande que l’ordonnée R[’ correspondante à x = a, 
que nous représenterons toujours par b, on en conclura 
que le point l’est d’inflexion. Si au contraire les valeurs 
de y correspondantes aux abscisses a + et a—à 
étaient toutes deux >> ou toutes deux << que b, le 
point [’ serait de rebroussement. 


Si pour x—aonavaity—0, alors il est clair que 
dans le cas d’inflexion , les deux valeurs de y seraient 
de signes contraires, et dans le cas de rebroussement, 
ces valeurs seraient de même signe. 


2°. Substituant successivement dans les valeurs de 


Fig. ro. 
F2 
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dd > 
dx? 

a — d'à la place de x, les deux quantités résultantes 
seront de signes contraires si le point l’est d’inflexion, 
et de rebroussement si ces deux valeurs sont de mêmes 
signes. 


en fonctions de x, F. deux quantités a + à ef 


Cependant cette seconde règle est en défaut lorsque 
pourx =a, on aÿ=0, puisqu’alors l’axe des abs- 
cisses asian par le oi I”, on a également pour Le 
substitutions successives de LS et déva—dà à 


ddy 


place de x , deux valeurs de Te qui sont de mêmes 


signes dans le cas de l’inflexion comme dans celui de 
rebroussement. Ainsi il faut s’en tenir à la première 


. de ces deux méthodes, lorsque l’axe des abscisses passe 


par le point singulier ; et dans tous les autres cas, il 
faut choisir celle des deux méthodes qui offre le moins 
de difficultés dans les substitutions des deux valeursde x. 


162. Enfin si re dans l'équation différen- 


tielle du premier : Lordre Ÿ = fx, la racine «a de 


l'équation gr 0} ne du caractère général 


ddy 7 


Ts —=CQu—S aux points d’inflexion et de rebrous- 


tement, on a une valeur finie fa de la tangente trigo- 


nométrique F l'angle formé par l’axe des x, et la tan- 


gente SIT au point singulier 1”, on en conclura que ce 
dernier point est d'inflexion oblique ou de rebrousse- 


. ment oblique, puisque la tangente ST passant par ce 


point [”, est oblique relativement à l'axe des abscisses. 


On déterminera si le point singulier [” est d’in- 
flexion ou de rebroussément par les mêmes moyens 
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que ceux que nous ayons employés pour le point sin- 
* gulier horizontal I (art. 160). 


163. Tous les points de rebroussement que nous 
ayons considérés précédemment , et dans lesquels les 
Branches qui les forment se présentent leur convexité, 
s'appellent points de rebroussement de première espèce. 
Mais lorsque les deux branches ww , wA qui forment le 
rebroussement w , ont leurs convexités tournées dans le 
même sens ; alors ce point « est dit de rebroussement 
de seconde espèce. ae, 


Le caractère principal d’un pareil point de rebrous- 
’ à HT : 
sement n’est plus Ts = 00ou— 3%, puisque la courbe 


ne passe pas à ce point-là de sa concavité à sa con- 
vexité , et réciproquement ; mais nous connaîtrons ce 
point à ce que les valeurs multiples de y s’y réduiront à 
une seule, et qu'immédiatement après la valeur de x 
qui a opéré cette réduction, le coefficient différentiel 


ddy 


Ts aura deux valeurs de mêmes signes. D'où il suit 


qu'une courbe ne peut avoir de rebroussement de se- 
conde espèce, qu'en tant que son équation différentielle 
du second ordre sera affectée d'un radical dont l'indice 
est un nombre pair. 


164. Nous allons maintenant faire quelques applica- 
tions des méthodes précédentes, pour trouver les points 
singuliers que nous avons déjà considérés , savoir , ceux 
où aboutissent les coordonnées d’extrêmes Candent 
Les points d’inflexions et ceux de rebroussemens des deux 
espèces. 


I. Trouver les points singuliers ci-dessus mentionnés 


Fig. 104 
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de la courbe dont l'équation est 


27=1 


y—=b+eV(x— a)... (a). 


Différentiant quatre fois de suite cette équation, il vient 


dy __ 4m ea 

FT ou en CO) RARES SU ENPUNE à. 

ddy _4n (on +1) ea 

dx (2n—1}) c(x—a) ARE ANNE PA 25 1 

d'y __Sn(on +1) LÉ 

dé — (an—1)° c(x—a) Sent ACTA € 
—4(n—) 


dy 2 8n(an—+ on) (a—a) 2 ....:.(e). 


di (an—1)t 


d EE 
Faisant . —o, d'où x —a, il est bien clair que 


si n—1, la courbe aäura une ordonnée d’extrême 
grandeur qui correspondra à l’abscisse a et qui sera 
un naxImumM OÙ un MINIMUM, suivant que c sera né— 
gatif ou positif : car x — a faisant évanouir les seconds 
membres des équations (D), (c), (d), réduit celle du 
. \ di . e 
quatrième ordre (d) à TA = 24c (art. 157). Mais si 
x 
n>1, alorsx — a continue à faire évanouir les valeurs 
d dd 
de © et nas , ensuite rend les valeurs de toutes les 
HT 6 D | 
fractions différentielles d'un ordre supérieur , infinies, 
ce qui, au premier aspect, paraît ne pas devoir don- 
ner une extrème grandeur à y, puisque par la théorie 
des maxima et minima , il faudrait que tous les coeffi- 
,Ciens différentiels s’évanouissent jusqu’à un coefficient 
différentiel d’un ordre pair exclusivement. Cette difli- 
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culté dont personne ne s’est occupé jusqu’à présent, 
du moins à ma connaissance disparaît aisément par 
le moyen de l’artifice suivant , qui évite toute discus- 
sion prétendue métaphysique, dut nous nous sommes 
fait une loi de ne jamais entretenir notre"lecteur. 


Passant b dans le premier membre de l'équation (a), 
et faisant pour abréger z —y—6, on aura l'équation 


an—1 


z—c ÿ/(x—a)", ou 27 c'(x—a)....(f), 


dans laquelle c' — c°7? 


Différentiant deux fois de suite cette dernière équa= 
tion , on a pour équation différentielle du premier 
ordre 


dz Je ma 
(on—1) 2272 ES ANC”, (x a JT... (a) à 
et pour celle de second ordre 


2 


(an—1)(on—0) 27 de 
— 4n (4n— 1). (x— a)... .(h). 
Or, lorsque x = a, l'équation (2) se réduit à celle 
(2n k 1) po, 


à laquelle on ne peut satisfaire généralement qu’en 
Z d e , 0 , 
faisant == 0;doncx=—a fait évanouir le premier 
9 é 
terme et le second membre de l’équation (4) ; ce qui 
donne 
d?z 


(an — 1 re 0, 


équation à laquelle on ne peut généralement satisfaire 
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$ , dz . je LS à °« 
qu'en faisant Ta € 0. Mais il est aisé de voir qua 
chaque différentiation successive de l'équation (h) , on 
aura par la différentiation partielle du dernier terme 
du premier Membre relativement à la fraction diffé- 
rentielle, le facteur (2n1— 1) 27° qui multipliera 
une fraction différentielle dont le numérateur sera la 
‘différentielle de z du même ordre que celui de la dif- 
férentiation totale , et pour dénominateur dx élevé à 
la même puissance que l'ordre de différentiation+ ainsi 
à la m°"° différentiation , l’on aura pour dernier terme 


et tous les 


; d"z 
du premier membre (on—1)2—*? 


dx"? 
termes précédens équivalens à celui-ci en ordre ou 
puissances des différentielles de z , ne contiendront 
pourtant que des différentielles de z dont l'ordre ne 
dépassera pas m—1, Donc, représentant, pour abré- 
? 2 ) 
dz }" 
Honee 


+ 


[dz alé ‘5e d"z 
Tia HAT 1) AT pe 


—4n(4n—1),. (An = m + 1 ) c'' (x — a)... (0). 


Or, tant que 4n >> m, tous les termes de cette équa- 
tion s’évanouiront lorsqu'on fera æ = a; c'est ce que 
nous avons vu ayoir lieu lorsque m —=1t,m—2;cest 
donc aussi ce qui aura lieu pour m—3, et de suite 


la mième 


er, la somme de tous ces termes par 
SEL) | | 


différentiation donnera 


pour m==4,5....4n—1; mais lorsque bu de ce 
qui donne l'équation 
Cdz : d#z 


er QG Er Pret 
AA (4n a), Lan. 0.500); 
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il est clair que le polynome représenté par le premier 
terme de l'équation (k), qui ne se compose que de 
termes ayant pour facteurs différentiels des fractions 
An— 
de la forme En : er ne pouvant être D AN— 1, 
s’évanouira lorsque x — 4, ainsi que nous l’avons dé- 
_ montré précédemment ; donc l'équation (k) se réduira 
à celle 
di"z __A4n(4n—1)....2.1.c 


dat (on—1)2S , 


qui, nous donnant un coefficient de l’ordre pair 4n ne 
s'évanouissant pas lorsque tous ceux qui le précèdent 
s évanouissent, annonce une extrême grandeur , laquelle 
est un maximum si c est négatif, et un minimum dans 
le cas contraire, comme nous l'avons déjà trouvé pour 
le cas de n — 1. Ainsi dans tous les cas, et quelle que 
soit la valeur de #7 en nombre entier et positif, la courbe 
de équation (a) a l'ordonnée correspondante à l’abs- 
cisse a, qui est d'extrême grandeur. 


Au reste , à l'inspection seule de l'équation (ce), il 


est aisé de conclure que la valeur de se. étant affectée 
T 

de æ— a élevé à une puissance fractionnaire dont le 
numérateur est un nombre pair, reste de même signe , 
.en y substituant successivement a +-d'et a—d' à la 
p'ace de x ; donc en deçà et en delà du point ayant 
pour coordonnées a et b, la courbe tourne toujours sa 
convexité ou concavité vers l'axe, suivant que c est 
positif ou négatif. Ainsi les développemens que nous- 
avons donnés précédemment à cette question, sont 
pour faire connaître que la méthode générale n'est 
jamais en défaut, même dans ce cas qui présentait 
au premier aspect une contradiction. 


14 
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IT. Prenons pour second exemple la courbe dont 
l'équation est 
A74T 


y—=b +c VCx—e)".....(0. 
‘La différentielle du premier ordre de cette équa- 


tion est 
—] 


dy OT CEE 
FPE PAG IC se » ARMOTIDS 


et celle du second ordre est 
d D _sn+2 
SR POTTER es c(x—a) 27#1,...(n). 


dé (on+1) 
Faisant x — a, les équations (m) et (n) se réduisent 


dy ddy 
respecti t'à 2 2700 Let == — Co: donc [à 
pectiyemen rs à re É 


courbe de l'équation (/) a un point d'inflexion ou de 
rebroussement de première espèce verticale ( art. 161, 
163) ; mais substituant à x la quantité a +- à, ensuite 
celle a — 4 dans l’équation (/) de la courbe, on a 
la valeur de y toujours plus grande que l’ordonnée b 
correspondante à l’abscisse a ; donc le point singulier 
est de rebroussement vertical (1° méthode de l’art. 161). 
La seconde méthode de l’article 161 que l’on peut 
employer ici , puisque pour x = a on a y > 0, donne 
‘ le même résultat. 


IT. Examinons la courbe dont l'équation est 


o7+1 
SJ PEPc Gong) M. (6). 


Différentiant deux fois de suite, il vient 
dy an + 1 Fe 
<= —— c(x —a )" 
dx FN an .. ) 
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A Pris Ælentils 
AL" 


, 2 ” 

je VE =D 

, ; yes 2 

Faisant Do, d'où Ti d,/QN a DE 0: donc 
la courbe proposée a un point singulier horizontal 
d'inflexion ou de rebroussement (art. 159 ). Or, l’ex- 
posant 27 du radical de la valeur de y [équat. (o) ] 
étant un nombre pair, la substitution de a+ d' pour x, 
donne deux valeurs de y ; donc la courbe a au Doint 
dont les coordonnées sont 4 et b, un point de rebrous- 
sement vertical positif (*) Cain 160). 


TV. Prenons maintenant pour exemple la courbe 
de l’équation 


pe ARR 


Les équations différentielles des premiers et second 
ordres de la proposée sont : 
% 


CF Ne PRE | 
Tr ÆecEsawx.......(g) 


ee be... RELIE) 
dat AE +0 ! 


Te = 3, d’où æ —0o, l'équation (q) se 


(*) Je le dis positif, parce quex= a + d donnant deux valeurs 
de y du côté des x positifs par rapport à l’ordonnée à du point de 
rebroussement , les branches IV, IV’ qui forment ce rebroussement , 
s'étendent du côté des abseisses positives. Il aurait été négatif, si Fe 
substitution de* a — d'avait donné deux-valeurs de y , parce qu’alors 
les deux branches IF, IF/ qui auraient formé ce point de rebrous- 
sement, se seraient étendues du côté des x négatifs par rapport à 
Pordonnée [8 du point de rebroussement, 

144, 


Fig. ro. 


Fig. 
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réduit à celle = c ; donc le point singulier est 


oblique ( art. 162 ), et il’est aisé de voir que le point 
est de rebroussement positif, puisque faisant x — d', 
on a deux valeurs de mêmes signes de y (art. 162, 
et 160 ). 


V. D'Alembert dit au mot rebroussement ( page 731 
da tome second du Dictionnaire de Mathématiques 
de l'Encyclopédie par ordre de matières) , « qu'il est 
» Île premier à avoir démontré l'existence des points de 
» rebroussement de la seconde espèce, que d’habiles 
» Géomètres avaient attaqués. » Je crois que ces dis- 
cussions ‘ne venaient que de :ce qu'on traitait ces 
questions d’après la considération des quantités infini- 
ment petites , ainsi que le fait d'Alembert lui-même 
dans l'article cité; ce qui jetait sur toutes ces matières 
une teinte. d'inexactitude }/et par conséquent d’incer- 
titude dans certains cas un peu délicats comme celui-ci. 

Mais de pareilles incertitudes ne peuvent exister 
dans cet ouvrage , où enfin éçlairés par une étincelle de 
lumière jaillie du génie du plus grand Géomètre connu, 
nous sommes parvenus à poser le calcul différentiel 
sur les mêmes bases que l'algèbre et la PHONE des 
anciens. int | 

Nous allons prendre le même exemple que d'Alem- 
bert , c'est-à-dire la courbe de l'équation 


CNED LRU) | 


[*] Nous avons mis de plus que d’ Alembert, la constante b, afin 


. de nous conformer à‘la figure 10 ; d’ailleurs ilest clair que ‘cette 


constante b ne change én rien la figure de la courbe œwne, 
puisqu'elle ne fait que transporter l’origine æ de la courbe à une 
distance à de l’axe (X) X des abscisses. 


Li 
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Différentiant deux fois cette équation, il vient 

dy 5 | 

LE su eniqns LS C1 

dy —_ 

DATE 
Faisant æ—0o, les deux valeurs de y dans la pro- 
posée (s) se réduisent à l’unique b; et faisant x — 
qu'on peut prendre plus petite que toute quantité don- 


et 


? 5 \ LE 
née, et par conséquent <T 4/b° et que ££+, l'équa- 
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Fig. 1e, 


tion (s) donne deux valeurs positives de y, et l’équa- 


a ddy 
tion (z) donne aussi deux valeurs positives de T5 
donc le point w où x— 0 et y — b , en prenant l’ori- 
gine des coordonnées au point (X), est la réunion de 


deux branches de courbe; et puisque cu est positif 


dx? 
tant que x <[-È£, ces deux branches présentent leur 
convexité vers l’axe des abscisses ; donc le point w est 
de rebroussement de seconde espèce ( art: 163). 


La branche supérieure + correspondante à la valeur 
de TA , prise avec le signe positif devant le radical, est 


toujours convexe ; mais la branche inférieure 2e 
éprouve une inflexion oblique lorsque x = ££ , puis- 


J G 
que pour cette abscisse on à LT — o , et que la va- 


dt 
dy . 0 ! . « Le 
leur de < Prise avec le signe négatif qui correspond 
D L 


à la branche inférieure est #5 (art. 162). 


VI. Soit enfin la courbe dont l’équation est 


2n—1 


y=b+c(xa)"r... (4). * 


D” 
914 CALCULS DIFFÉRENTIEL 


Différentiant deux fois de suite cette équation, on 
a successivement 


dy j if res _— 
NS ad COX 4) se" aide etes (x} 
ddy.. a(en—1) =) 
MONTE | GAL HUE me) paid 
y ! d 
La valeur de Fe égalée à + donne aussi Y = 24 


dx 

donc la courbe a un point singulier vertical , et ce 
point est d'inflexion  puisqu en Shbéfituant successive 
ment à æ les quantités a+ d'et a— d dans l’équa- 
tion (v) de la courbe , la première de ces substitutions 


donne y > b , et la seconde donne y << b (art. 161). 


L'application de la seconde méthode enseignée à 
l’article 161 donnerait le même résultat, puisque poar 
æ— a+ d'etx = a—", l'équation (y) donne deux 
ddy 
dx? 


165. Ce qui caractérise particulièrement les points 
de rebroussemens des deux espèces , c’est que la tan- 
gente à ces points (1, 1”, I”, «) de la courbe (figio), 
l’est aux deux branches qui, par leur contact, forment 
le point de rebroussement; donc le point Ade la figure 16, 
où les deux branches BCAE, BDAF se rencontrent, n’est 
pas un point de rebroussement, puisque ce point À 
n'est pas de contact comme dans les rebroussemens , 
mais de section , et alors on l'appelle nœud. 


Les nœuds À des figures 11 et 16 sont simples, parce 
qu'iln'y a que deux branches de courbes qui se coupent 
à ce point. Mais si, comme dans la figure 18, il y a 


an Point À trois branches BDAE, CGAF, BAC quise 


À 
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coupent, le nœud est triple. S'il y avait quatre branches 
de la courbe qui se coupassent em un seul point, alors 
l'intersection de deux branches formantun nœud simple, 


Q , . | 4 . 3 
celui que nous considérons serait de l’ordre T5 OU sex- 


tuple. Enfin généralement si # branches de la même 
courbe se coupent à un même point , le nœud est de 


l’ordre La Cr à (} 

Les Géomètres appellent quelquefois points mu/- 
tiples, ceux qui appartiennent à plusieurs branches de 
courbes; ces points sont dits doubles, triples.s...n"Ples, 
suivant qu'ils appartiennent à deux, trois..….n branches 
d'une même courbe ; ainsi les points de rebroussemens 
et les nœuds simples, sont des points doubles, et les 


n(n—1) 


nœuds de l’ordre sont des points n‘Pl*, 


166. Puisqu'à un nœud de l’ordre Da d’ 


une 
courbe , il y a 7 branches qui ont un point commun, 
il est clair qu’à ce point, les n valeurs de ÿ qui corres- 
pondent respectivement à ces n branches, se réduiront 
à une seule , etla tangente à l’une de ces branches, né 
pouvant être tangente à une autre branche qui coupe la 
première ( car si ces deux branches avaient une même 
tangente au point qui leur est commun, elles formeraient 
un rebroussement et non un nœud), il s'ensuit que 
l'on doit avoir à ce point un nombre n dé valeurs de 


la tangente trigonométrique ==. Cela posé, voici la. 


(*) Ceci nous semble prouver manifestement, que c’est à tort que 
quelques Géomètres ne considèrent l’intersection en um même point 
de x branches, que comme un nœud. de l’ordre ». 
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méthode générale pour connaître si une courbe donnée 
par son équation a des nœuds , et pour déterminer 
l'ordre de ces nœuds. 


Donnez à x une valeur convenable pour que plu- 
sieurs valeurs de y se: réduisent à une seule ; substi- 


; Rat à 
tuez cette valeur de x dans l'expression +, et st de 


cette dernière substitution 1l résulte plusieurs valeurs 
constantes de cette fonction différentielle, le nombre de 
ces valeurs sera celui des branches qui se coupent ; d'où 
d'on conclura sans peine l'ordre du nœud. 


167. Eclaircissons ceci par quelques exemples. 
I. Soit la courbe de l’équation 


ay = ax xt...,..(a), 
Faisant yÿy—o,ona 
0 PR LE CCR UT Een PROS (+) 2 


Mais l’équation différentielle de la courbe est 


d id — 92 
D = +. das CH) , 
F T a V'&— x 
et y substituant la première valeur de x [ éq. (b)T, 
on a | 
mx Here ME AL 
dx : 
donc le point de la courbe de l’équation (a) placé à 
l'origine des coordonnées , est un nœud simple , et les 
tangentes à ce point-là se coupent à angle droit. 
Différentiant l’équation (d), on a 
ddy _ x(6x?°—5a°) 
da? param CFD DA ETS) ee (e) à 
5 # La 
| E(&—x) 


Li 
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ddy 


équation qui se réduit à A © lorsque x —0o; donc 
chacune des deux branches qui forment le nœud dont 
nous venons de parler, à à ce point une inflexion 
oblique ( art. 162). Si à ces différentes circonstances 
de la courbe , le lecteur joint celles qu'il déduira sans 
peine de l'équation primitive (a) et des équations diffé- 
rentielles (d) et (e), pour trouver les extrêmes gran- 
deurs des ordonnées (art. 156), il reconnaîtra parmi 
les courbes représentées dans la planche du calcul 
différentiel, celle de l'équation (a) , sans que nous lui 
indiquions fa numéro de cette figure. 


La courbe que nous venons de discuter , s'appelle 
lemnicaste , et est quarrable ainsi que nous le verrons 
dans le Calcul intégral. ; 


IT. Soit encore l'équation 


Te GR a A) 


que nous voulons discuter pour savoir si son lieu géo- 
métrique a des nœuds. 


Différentiant deux | 0 de suite PS CAS 
il vient 


dy ing Bert 2e. () 
e LE tee ER E 
TA EN TR ns PO à 


ET CEE 


Mais faisant dans la proposée x — 0, ce qui réduit les 
deux valeurs de y à la seule zéro, l'équation (z) donne 
» 
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et celle (4) donne 


le premier de ces deux résultats nous apprend qu'il 
‘y a à l’origine des coordonnées un nœud simple, et 
le second qu'il n'y a pas d'inflexion à cé? point-là. Je 
laisse au lecteur le soin de finir la discussion des équa- 
tions (f), (g),(h), et d'après cela, de trouver dans 
la planche du calcul différentiel la figure de cette 
courbe. 


IT. Soit enfin l'équation 
y 20ÿ°x — ax = Qt ER) 
dont nous allons chercher les nœuds , si elle en a. 
Faisant x — 0, les quatre valeurs de y se réduisent: 
à zéro ; et différentiant la proposée, on a l'équation 
dy __3ax+o#— 2a Va + ax LH ax 
den A4 ae ax 


qui se réduit à 


LR) à 


lorsqu'on fait x 0. Or , si l'on prend le signe infé— 
rieur du numérateur , on à 


Pt, 


ce qui indique que l'axe des ordonnées est tangente à 
la courbe. Mais l'équation (/) prise avec le signe 
supérieur du numérateur donne 


dy, 1860 


dx 4" 76" 
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expression dont nous pourrions déterminer la vraie 
valeur , en substituant dans l'équation (4) la valeur 
de y déduite de la proposée (:), et nous servant de 
la méthode enseignée au chapitre VIII (art. 6cet suiv.); 
mais nous allons dans ce cas-ci user d’un artifice pour 
trouver la valeur cherchée de +, qui nous épargnera 
beaucoup de calculs. 


Mettant l'équation (k) sous la forme 


E 4ydy __ $ax + 98 °a V/a + ax 


dx V/@ + ax 
et différentiant par rapport à y, x et dy, on a, toutes 
réductions faites, l'équation 


“+; 0m), 


CE 4 (yddy + dy) _ 4 +3ax 
line 3....(n) 
2 (a + ax)” 
LL ! t 
qui, lorsqu'on fait x =c, d'où y—=0, se réduit à 
usa À: 
dx* NE 


| 


et ne prenant que le signe supérieur, parce que l'in- 


nn PEUT De 
férieur donnerait des valeurs imaginaires à À, on aura 
; x 
Î 
REP TPE 2 œ 


ds TT ya À 


donc la courbe de l'équation proposée (1) a un nœud 
triple à l’origiñe des coordonnées. Cette circonstance 
de la courbe réunie à celles que le lecteur déduira 
aisément de l’équation (2), lui indiqueront suffisam- 
ment quelle est parmi les courbes tracées dans la 
planche du calcul différentiel , celle que nous venons 
de discuter. 


168. Si deux branches DG, DH 5e rencontrant en Fig. 
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» Fig. 12° un point D, se présentent réciproquement leur conca- 
vité, le point D ne peut être de rebroussement, puis- 
-que chaque branche , telle que celle DG , présente sa 
concayité à la tangente DC de l'autre branche DH, et 
que conséquemment à ce point D , la courbe a deux 
tangentes DF , DC, ce qui caractérise le nœud simple 
art. 165). Mais si l'on conçoit que les deux branches 
DG , DH tournent autour du point D jusqu'à ce que 
leurs tangentes coincident entre elles, et se confondent 
Fig. 13. avec la perpendiculaire FDC, alors le point D n’est plus 
un point de section, puisque l’une des deux branches 
DH n’est que la continuation de l’autre branche DG ; 
il n’est pas non plus un point de rebroussement , puis- 
que ce dernier point est de contact et non de rencontre ; 
mais alors le point D est la /imite(*) de la courbe 
dans le sens des abscisses. Or, il est évident qu'à un tel 
point D, l'abscisse x est d’une extrême grandeur, 
laquelle est un maximum ou un minimum suivant que 
l'origine des coordonnées est en A’ ou en A. Ainsi, 
d'après la méthode des maximis et minimis, appli- 
quée à la Géométrie (art. 156 et suiv.}), le caractère 


(*) Le mot limite n’est pas pris ici dans le sens que les Géomètres 
Jui Pur FR en considérant, par exemple, une courbe 
comme étant la limite de tous les polygones ou portions de po-, 
lygones qui lui sont inscrits et circonscrits, etc. (voyez le Discours 
préliminaire ) ; mais il exprime le point auquel atteint rigoureuse 
ment une quantité sans pouvoir la dépasser. Il me semble que pris 
dans ce sens, il faudrait se servir de la simple dénomination de 
limite ; et que pour exprimer la quantité qui se rapproche sans cesse 
d’une autre, de manière à n’en différer que d’une quantité plus 
petite que toute quantité donnée , on devrait se servir de la dénomi- 
nation de limite transcendante. Ainsi 2 est la limite des valeurs 
de ÿ dans l'équation a?y2= 8ax— 4x? , et la limite transcendante 


: PT 
de la suite x. + - + - + ++ etc. 
4 ATOS 
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des limites dans le sens des x est Le Os 

7 M dx “ | 

rs: dy == ) dy 
et significative. 

Par exemple, faisant dans l'équation (d) de l'ar- 


— à une quantité réelle 


SAT ». 
tcle 167 D == C0 Ont atr = + « dou) 0; et 
Fr 


l'on s’assurera aisément que les deux valeurs de x 
sont des maxima ; car différentiant l’équation (a) de 


Va a —4y 
MES 


. Vart.167, mise sous la forme x=# 


L \ A | D n 
d'abord par rapport à x et y, ensuite par rapport à 
dx et y ; enfin faisant x — Æ a ou y — o dans l’équa- 
tion différentielle du second ordre, on aura 


ddx  ü1 æWe 
dy a x)? 


équation qui d'abord prise avec les signes supérieurs, 
donne 


dd _ 1 
1e, DTA VAE 


ce qui est le caractère du maximum de x(—=#a). 
correspondante à y— 0; et qui ensuite prise avec les 
signes inférieurs , donne 

ddx 

dy* 
ce qui est le caractère du point d’inflexion correspon- 
dant de même à ÿ — 0 où l’on a aussi x = 0, et qui 
a lieu au nœud À de la courbe, comme nous J’ayons 
trouvé à l’article 167. 


Si de même les deux branches DG, DH tournent 
autour du point de section D jusqu'à ce que leurs tan- 


et. SE 


Fig. 15. 


” 


Fig. 11, 


Fig. 12. 
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.gentes coïncident entre elles et se confondent avec 


la parallèle BF’ à l’axe des abscisses ; alors le point 


_ D' est la limite de la courbe dans le sens des RP: 


. IO. 


l’on trouvera ces limites par la méthode ordinaire des 
maximis et minimis, appliquée aux ordonnées de la 
courbe. 


169. Cependant on peut avoir un maximum de coor- 


. données, sans que pour cela on ait la limite de la courbe 


dans le sens de cette coordonnée, puisque dans les 
courbes serpentantes, telles que celle EBDFIV", il y a 
autant d’ordonnées maximum CB , ÉI que de serpente- 
mens ; ainsi la limite de la courbe dañs le sens des y, 
sera en Ï où correspond la plus grande des ordonnées 
18 maxima. 


170. Les caractères des points multiples sont, comme 
nous l’avons dit à l’article 166, 1°. qu'à une certaine 
valeur de x, plusieurs de celles de y se réduisent à une 
seule; 2°. que pour la même valeur de x , l'expression 


dy dy 
variable de, ou plus généralement de use 


réduit à plusieurs valeurs réelles et inégales ; mais si 
avec le premier caractère commun à tous les points 
multiples, on a pour la fraction différentielle des va- 
leurs imaginaires ; alors il est clair que les branches 
nouées ne pouvant avoir de tangentes, se concentrent 
dans leur nœud : ainsi cette partie de la courbe n'est 
qu'un simple point isolé. On appelle les points de cette 
espèce peints conjugués, parce qu'ils sont souvent , 
d’après une valeur particulière que l’on donne à quel- 
qu’une des constantes de l'équation de la courbe, la 


réduction à un seul point de certaines parties fermées 


de la courbe , séparées des autres, et gi ‘on appelle 
ovales conjugués. 
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EXEMPLE. Soit l'équation “ 


ay —x+bx*=0o...(a), à où y=+ 
dencipour : .\wù—=d4(bliet mes 5450, 
on a Va TE 0; 


Mais différentiant la proposée , on a 


b 
RATES 


lorsqu'on fait x — 0 ['équat. (b Se , et qui se réduit 
à l'équation “er oo lorsqu'on fait x = b [éq. (c)]; 


d 
équation qui se réduit à celle D = 


donc l’origine A des coordonnées est un point conju- : 


gué de la courbe , et il sera aisé de prouver que 
AC —b est un minimum d’'abscisse ( art. 168), et 
par conséquent que le point C est la limite dans le 
sens des x de la partie étendue ...ECF... de la 
courbe. 


La courbe que nous venons de considérer se déduit 
de celle représentée par la RENE 14, et dont l’équa- 


tion est, . 


ay x + (b—c) x + bex —0....(d) 


lorsqu’ on fait c—0o. Cette valeur particulière déniée 


à la constante c a réduit l’ovale conjugué BA de la 


figure 14 au seul point conjugué À de la figure 15. 
Si l'on fait dans l’équation (d) b— 0, alors l’espace 
AC disparaissant , l'ovale conjugué AB de la figure 14 se 
change en la feuille ACBD de la figure 16, et le point 
À devient un nœud. Enfin si l’on fait en même temps 


} 


ig. 154 
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b—æoet c=o, alors la feuille de la figure 16 s'éva- 
nouissant , il ne reste plus que le point de rebrousse= 
ment À de la figure 17. 


La courbe de l'équation (d), figure 14, et ses déri- 
vées (fig. 15,16et17), ont été traitées par Lacroix, 
de qui j’ai emprunté cet exemple, parce qu'il présente 
d'une manière fort simple les différens changemens 
qu’éprouvent, les circonstances d'une courbe, lors- 
qu’on fait successivement évanouir une ou plusieurs 
constantes de l'équation proposée , en tant cependant 
que l’on ne réduit pas l'équation à ne plus renfermer 
qu'une variable , ce qui ne donnerait dans ce cas-là 
qu'un HAE d'un nombre limité de lignes droites 


réelles ou imaginaires. 


S VI. 
« 
Des Courbes osculatrices ; des rayons oscu- 
lateurs ; des développées et développantes. 


171. Une ligne est osculatrice d’une courbe quel- 
conque , lorsque contactant cette dernière en un seul 
poiat, on ne peut faire passer entre la ligne et la 
courbe , une autre ligne de même espèce ; telle est, 
par ARE TS la tangerte à la courbe : car par le point 
dè contact que nous appellerons point d'osculation, 
et qui, pour Ja ligne droite est la même chose que 
le. point de tangence (* ), on ne peut faire passer 
une autre ligne droite entre la tangente et la courbe. 


(*) Nous verrons tout à l’heure que généralement les points de 
taugence et d’osculation ne sont pas la même chose. . 
Nous 
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Nous allons, dans ce paragraphe , nous occuper des 
osculations par des lignes courbes. 


172. Soit 
Ex; y)—=0 17e) 
l'équation d’une courbe plane quelconque, et 


CE VIE Ou dre CLOS 


celle d’un courbe plane algébrique du degré n. Il est 
clair que toutes les dimensions de cette dernière 
courbe seront données de grandeur, si l’on détermine 
les constantes de l’équation (b) par la condition que 
Ja courbe passe par autant de points de la courbe 
de l'équation (a), qu’il y a de constantes dans l’équa- 
tion (b) [*]. Cela posé , si dans les équations de 
condition résultantes du calcul précédent , et qui doi- 
vent être indépendantes des longueurs des distances 
Azx des ordonnées de ces points , on fait x — o, alors 
tous les points de section se réunissent en un seul point. 
qui.est celui d’osculation, puisque la détermination 
convenable des constantes de l'équation (b ) ont fixé 
d’une manière invariable toutes les dimensions de la 
courbe dont l'équation est (b), et que, conséquem- 


cet 3) 


(*) Ce nombre ne peut jamais excéder EEE À puisque toute 
équation du degré n entre deux Drbblessin ne peut avoir plus de 
(Rae a) termes, et que toute l'équation peut être divi- 
sée par le coefficient de la plus haute puissance de l’une des deux 


variables. Quelquefois même il faudra moins de rs 5) points 


pour fixer les grandeurs des dimensions dune courbe. Pa exemple ; 


on sait que par trois points donnés on ne peut faire passer qu’une 
girconférence de cercle. 


15 


Fig. 
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ment , toute autre courbe de même espèce que cette 


dernière ne peut passer entre elle et la courbe de 


l'équation (a). Nous donnerons un plus grand dévelop- 
pement à cette idée , à l’article 174. 
On prend ordinairement pour courbe osculatrice , 


une ligne du second degré, et entre autres le cercle 
qui jouit de la belle propriété d'avoir l’un de ses rayons 


perpendiculaire à la tangente au point d’osculation de 


la courbe de l'équation (a). Ce rayon s'appelle rayon 
osculateur , ou quelquefois rayon de courbure (*) , et 
est d’un très-frèquent usage dans les sciences physico- 
mathématiques (voyez la note I de mon Traité de 
Navigation ). 


Ne nous occupant donc parmi les courbes oscula- 


trices que du cercle dont l'équation générale est 


(X— 0} +(Y—0) —R?....(c), 


cherchons quelles doivent être les valeurs des cons- 
tantes © , 8 et R en fonctions des coordonnées y et 
æ du point d'osculation de la eourbe dont l’équa- 


tion est (a). 
Soit BDD/D'I le cercle de l'équation (c) ; CDD'D'H 
une courbe quelconque ayant pour équation 

EL Eos (dd; 


et coupée en trois points D, D’, D" par le cercle; 
représentons par y et æ les coordonnées du point D 


(*) Ce dernier nom lui a été donné, parce que le petit arc dont le . 
point d’osculation fait partie, est évidemment celui de la eourbe 
dounée (abstraction faite dela symétrie de courbure entre les arcs 
de cette courbe) dont la courbure se rapproche le plus de celle du 
cercle osculateur à ce point. 
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où doit être le contact des FEUX courbes ; et respec- Fig. 19: 
tivement par y”, x’ et y”, x” es coordonnées des deux 

points D’ et D”. Supposons de plus que les trois points 

de sections D, D’, D"sont espacés de manière que les 
différences EE’, EE des abscisses æ, x", x" soient 
égales, ce qui rend, Ax constante. 


Cela posé , le théorème de Z'aylor [ équat. (39), 
art. 58 ] nous donnera 


= +Ÿ D Ax + Ta = + etc. .(d); 


Re ds à d'y 
ÿ pre dat Ÿ Re 5 + etc....(e). 


Mais les abscisses variant uniformément, on peut 
substituer dans cette dernière équation (e) , la diffe- 
rentielle dx à la place de celle dx’. De plus, on 
pourra aussi n'avoir dans la même équation (e) que 
des différentielles de y à la place de celle de y’; car 


différentiant successivement l'équation (4) , on a 


et substituant ces valeurs dans l’équation (e), il vient 


(14 (4 d E 
L': + Ar 5 EX + etc... (Cf). 


Enfin de cette dernière équation retranchant celle 


{d),ona y —y —=7y —7y+etc., ou 


(14 C4 æ û 
ÿ —2y +y = 522 etc...(g). 


A 
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. Un calcul semblable’ relativément à à la courbe BD'D” I, 
donnera de même 


dY 
TRE pi Erin + 


2 


d’'Y | ; 
Y 2Y +Y= 5 Ar en mi 1 PE GC 


Mais les points D, D’, D” étant communs aux deux 
courbes; .0n 4 pig NE et Nm à donc éga- 
Jant les valeurs. de yÿ—y et de Y’— Y tirées des 
équations (d) et (A), et divisant l'équation résultante 
par le facteur commun Ax; ensuite égalant les valeurs 


de y" —2y" + yet Y”— 2Y° + Y ['éq. (a) et (2)1], 


-et divisant l'équation résultante par le facteur com- 


mun Ax*, on a 


. PANNES dY 
SX axo( de its r). Ch 


T'elles sont les deux équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour que les deux courbes aïent trois points 
de communs D, D’, D", quelle que soit la longueur de 
Ax. Si actuellement nous voulons exprimer la réunion 
de ces trois points en un seul ayant pour coordonnées y 
etx, nous n'ayons qu à faire Ax—0o, ce qui réduit 
Rs deux équations (k) et (2) à celles 


dy.‘ 4Y"- ddy ddY 
(= DR PRINT ES et (mn), 


qui nous conduiront à trouver sans peine les valeurs 
des trois constantes © , 6 et R de l’équation (c) du 
cercle. En effet, différentiant deux fois.de suité cette 
équation (c) , et mettant , d’après les équations de 
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 Rondition en (m), 2 ddy 
da 
à la place de celles ah et —— su on a par la premier 
IX À 5x? P première 
différentiation , l'équation 
Keno 0 0 G)3 


et par la seconde différentiation, il vient l'équation 


sh CA + dx) | 
> AR ABLE ARE 234 COS 


ce qui change celle (7) en l'équation 
dy (dy*+ dx) ’ 
X — —D— SE Thddy à | . Hi Cp). 
Enfin substituant ces valeurs de Y — 4 et X—w dans 
l'équation (c), il vient 


3 
d dx? }* 
R—+ (9 D nent .. (04). 


Le point de la courbe quelconque tar: TF CE FR 
pour lequel on a calculé l’osculation, ayant pour coor- 
données y et x, les coordonnées y et X du cercle 
osculateur seront à ce même point, y et x; donc des 
équations (o) et (p) on tirera celles 


__ yddy + dy° + dx? 


Abe ae NUE (105) 
__ xdxddy — dy (dy° + dx° je | 
Re (06). 


Substituant les valeurs de w , 6 et R [ équat. (106), 
(105), (104)] dans l'équation (c), on aura celle du 
cercle osculateur. 
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173. Le point d’osculation d’uné courbe quelconque 
par sa ligne osculatrice , est marqué par le nombre de 
points moins un, par lesquels on ne peut faire passer 
qu'une ligne de l'espèce de cette dernière, et qui se 
réduisent en un seul dans le cas de l’osculation. Ainsi 
l’osculation , lorsque la ligne osculatrice est une ligne 
droite , n’est que du premier ordre (*) , célle par le 
cercle est du second ordre, et ainsi de suite. 


(*) Soit Y—=aX+b l’équation de la ligne droite osculatrice , a et à 
étant des quantités indéterminées, et représentons toujours par y et x 
les coordonnées du premier point de section qui devra devenir point 
d’osculation , et par y” et x’ les coordonnées du second point de 


: d 
section : on aura pour la courbe y = y + _ AÂzx + etc. ; et 
* XL 


; à dY 
pour la ligne droite, Y'= Y + TX 


de section on a y = Ÿ et y’ = Y’; donc 


Ax + elc. ; mais aux points 


dy _ dY À 
Te Ax + etc. ax Azx+ etc.; 


et divisant par Az, il vient 


dy dy ANEX dY 
AN A x (CF, az ) = DRE axe (7x ax) 


- $ vs. JTE ur k é 
équation qui se réduit à 2 LI dans le cas où les deux points 


de section se réunissent au point yx;donc quation différentielle 


de” la ligne droite devi ] — 7 ; et puisqu'au point yx on 
e la ligne droite devient alors a = —- ; et puisqu'au p yx on 
xd , ‘ APT 
ÉcA ; donc l'équation géné- 


dx 
vale de la ligne droite osculatrice ou tangente x une conrbe quel= 
conque est 


aY=ye X= x, on aura b=—y— 


Ronnie dx — xdy 
Y=— X + > » 


équation qui peut être écrite de la manière suivante: 
d . 
Y—y = (X x 
Lt mob ), 


et que nous avons déjà démontrée à Particle 99% 
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174. Mais il est nécessaire de ne pas confondre le 
simple point de tangence avec le point d’osculation ; 
car un même point dela courbe de l'équat. F (x, y) —0o 
peut être point de tangence de cette courbe , avec un 
nombre indéfini d’autres courbes de même espèce que 
celle de l’équation f (x,y)—0 qu'on a prise pour oscu- 
latrice , au lieu qu’il n’y a réellement qu'une courbe 
osculatrice , et par conséquent qu’une osculation. Ceci 
provient de ce que la simple condition qu'une courbe 
doit avoir pour tangente à un de ses points une droite 
qui est déjà tangente au même point commun à la 
courbe donnée , laisse absolument indéterminées les 
dimensions de la première de ces courbes ; au lieu que 
les conditions exprimées par les équations (k), (2)... 
(art. 172 ) en même nombre moins une unité que celui 
des points nécessaires pour déterminer la ligne oscula- 
trice, et par suite les équations (m)[ art. 172 |, en 
même nombre que celles (/),(k).....{art. 172], 
ne peuvent appartenir qu'à une seule des courbes de 
même espèce [ équat. f(x,y) = @ ] qui touchent la 
donnée [ équat. F (x,y)— o ] en un seul point , puis- 
qu'elles déterminent de grandeur et de position toutes 
ses dimensions. - 


175. Au reste nous observerons que lorsque la courbe 
osculatrice [éq. f(x,y) —0]est du degré marqué par 
l'un des nombres de la suite 2,3,6,7,10,11,14,15...., 
nécessairement le point de contact est de la forme de 


ceux de tangences aux points d'inflexions des courbes 


Cart. 158 et suiv. ); c’est-à-dire que la courbe oscu- 
latrice étant d'abord en dedans de l’autre courbe 
avant l’osculation , se trouve en dehors après, ou réci- 
proquement ; telle est la courbe osculatrice EDM, par 
rapport à la courbe donnée CDH. En effet , lorsque le 


degré n de l'équation f(x,y)=0, est égal à un des: 


Fig: 20 


Fig. 20. 
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nombres de la suite numérique précédente ; on a Île 


TL 5 : Pi BIMS 
nombre = 4 9) de points nécessaires pour fixer la 


grandeur des dimensions de cette courbe qui est un 


nombre impair; donc ces dia ch points étant pris 
arbitrairement sur la courbe Bee , ilest clair qu’a- 
près la dernière section de cette courbe par celle du 
degré n qui doit devenir osculatrice lorsque Ax=0 , 
cette dernière courbe se prolongera du côté opposé, 
relativement à la courbe donnée [ éq. F(x,y)—0o], 
à celui où elle était avant la première section; et 
comme les équations de condition nécessaires à l'oscu- 


n : : 
Îation ne font que réunir les TE points inter- 


imédiaires à ces deux parties de la PR osculatrice , 
äl s’ensuit que le point d’osculation sépare deux parties 
de la courbe osculatrice , dont l’une extérieure et 
J'autre intérieure à la courbe donnée. C’est ainsi que 
les sections coniques osculatrices ne contactent une 
courbe quelconque, que de la même manière que la 
angente à un point d'inflexion d’une courbe touche 
celle-ci ; et il est aisé de voir, d’après cela , qu'outre 
les raisons données précédemment pour prouver que 
l'on ne peut faire passer entre une courbe et le cercle 
osculateur un autre arc de cercle, nous le prouverons 
encore en faisant observer que pour tout rayon de 
cercle pris depuis le point D sur la direction de DI 
du cercle osculateur , et © DI, tel que DJ, l'arc de 
cercle ADB décrit du point [comme centre , passant 
tout en dehors de l’arc EDM, n’est compris entre ceux 
CDH et EDM qu'avant le point D d'osculation. On 
prouvera de même que si le rayon de cercle était 
< DT, l'arc de cercle décrit avec ce rayon serait en 


# 


ET AUX DIFFÉRENCES. 233 


dedans des deux arcs EDM, CDH ayant le point D fig. 20. 
d'osculation ; donc , etc. 


176. Mais lorsque le degré n de la ligne algébrique 
Céquat. f(x,y) — 0] est égal à l’un des nombres de 
MORE) 


étant un 


la suite 1,4,5,8,9....(a), alors 


nombre pair, cette ligne, A après son 
n(n+ 3)" 
2 

donnée [ équat. F (x,y) — o |], se trouve du même 
côté par rapport à cette dernière courbe, qu’immédia- 
tement avant son passage par le premier point pris sur 
Ja même courbe donnée ; donc, d’après les conditions 
exprimées par des équations analogues à celles (m)} 
Çart. 172) qui réunissent tous ces points de sections 
en un seul de contact , ce point de contact sera de la 
nature de celui de tangence d’une droite avec une 
courbe ; ainsi pour le cas de n—1 qui est celui de 
la ligne droite, le point de tangence est un vrai 

point d'osculation. En effet, entre une courbe et 

sa tangente , on ne peut pas faire passer une autre 

ligne droite (*) , ce qui tient à la propriété caracté- 
ristique de cette ligne, dont deux points déterminent 
la position , et fait passer en dehors de la tangente 
par rapport à la courbe , toute autre ligne droite qui, 

passant par le point de tangence , passerait aussi par un 
point pris entre la tangente et la courbe. Mais les lignes 
des 4°, 5me, 8me,.,.., degrés se trouvant immédia- 
tement après le point de contact du même côté de la 
courbe donnée [ équat. F (x, y) —o ] qu'immédia- 
tement avant , le point de contact n’est que de simple 


passage par le point pris sur la courbe 


(*) C’est par cette raison que dans le renvoi de Particle 173 
nous avons écrit, de la ligne droite osculatrice ou tangente. 


Fig. 21. 
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tangence et non d'osculation. Ainsi toutes les courbes 
du degré marqué par l’un des nombres de la suite (a) , 
en partant du second , ne peut être osculatrice; obser- 
vation essentielle qui, du moins à ma connaissance , 
n'avait pas encore été faite. ( 


177. Les cercles osculateurs et les rayons vecteurs 
d’une courbe ADD'G..... varient évidemment d’un 
point D à un point D’ de la même courbe; donc aussi 
les centres H, H’.... des cercles osculateurs changent 
de places (*) pour chaque point de la courbe , et ce 
déplacement se faisant continuellement comme la gé- 
nération de la courbe donnée ADD”G....par un point 
mobile À qui se mouvrait sur le plan de la figure, 
d'après la loi qui régit cette courbe ; il s'ensuit que les 
centres osculateurs H, H'°...... appartiennent à une 
courbe CHH’..... soumise à une relation entre Îles 
coordonnées w et 0 des centres des cercles osculateurs 
qui, comme nous le verrons dans la suite, se déduit 
aisément de celle qui existe entre les coordonnées y 
et x de la proposée (**). 


LI 


(*) En effet, si tous ces cercles osculateurs étaient concentriqués , 
et si, par exemple, le centre commun était H , il s’ensuivrait que 
toutes les droites telles que HD , HD’, HG..... menées du point 
H aux différens points de la courbe, seraient toutes perpendicu- 


laires aux tangentes à ces points de la courbe , propriété qui, 
comme on le sait, n'appartient qu'au cercle. 


- 


(**) On pourrait trouver l'équation de cette ligne des centres 
osculateurs , en éliminant x et y entre léquation de la courbe et 
les équations (105) et (106). Par exemple, pour la parabole dont 
l'équation est y? = pr,ona 


Re «Pa RON LE k DO An ml à AL 
De os > dy ar Pet +dx ir eur dx*, 
ax Ne _  pdx? ; 
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178. Le rayon osculateur tel que HD étant per- Fig. ar. 
pendiculaire à la tangente du cercle osculateur au 
point de l’osculation, et cette tangente étant aussi celle 
de la courbe donnée au même point, il s'ensuit que 
ce rayon osculateur HD est normale à la courbe au 
point D ; donc 


tang DEX — — S (art:110,)° 


ce qui donne pour la ligne normale HD ‘soumise à 
passer par le point H dont les coordonnées sont à 
et w , l'équation 


d 
PRET CE NPA Go). 


179. La tangente trigonométrique de l'angle formé 
£ , < e , AY À 
par une sécante et l'axe des abscisses étant A1 
(art. 105), il est clair que l'équation de la perpen- 
diculaire à cette sécante abaiïssée d’un point dont se 
coordonnées sont © et 8 , sera 


Cy—®) Ay + Ar (x—o)—o....(a), 


d’où 
dréde _ _(phhrhr, dr dyt+ de phéx. 
LE PU ont Fat ae 
donc 
FRA Le A et o—3r+?, 
P p? 2 
[La sat a ne Een à 2, 
d’où (> e) AA a AU: 


ce qui est l’équation de la développée de la parabole; mais nous 
ferons connaître dans la seéonde partie de cet ouvrage, des méthodes 
beaucoup plussimples pour trouver les équätions des lieux des centres 
osculateurs. 
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Fig. 22. 


dont la différence , en prenant toujours les variations 
de x uniformes, est 


Ay° + Azx° + A°y (y —0) + AyA?y — 0......(b). 
Mais si en même temps que l’on prend la différence 
de l'équation (a) , on considère encore le passage de 
la perpendiculaire dont les coordonnées sont « et 8 à 
une autre perpendiculaire abaïssée d’un point H’ dont 
les coordonnées sont &' — © + A» et & — 8 + A3 sur 
une seconde sécanté qui suit immédiatement la pre- 
mière , alors il faut prendre la différence de l’équa- 
tion (a), non-seulement par rapport à y, x et Ay, 
mais encore par rapport à Éeto, ce qui donne , toutes 
réductions faites, 


 Aÿ° + Ax° + 4°y (y —-0) + AyA°y — A°yAB 
— AxAw — A0Ay —0o.....(c), 
et retranchant de l'équation (b) celle (c) , il vient 
AËA°y  AxAw | A 
Ut nc AM AE +4 
Mais dans le cas où les deux cordes qui joignent les 
trois points de la courbe ADD'G...... qui déter- 
minent le cercle passant par ces trois points, se ré- 
duisent à un seul point D, ce qui est le cas de l’oscu- 


lation circulaire à ce point; alors A4—6 —60—0o, 
A°y est de la forme 


Gm—m)—(mm) = (m—m)(1)=m(i—)(Q 1), 
et Ay* de celle 

(m—m}=m (1 —a1)(1—1); 
donc le premier terme de l'équation (4) devient 


1 s x A 
=XO=0,et les deux autres termes ayant le même 
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nombre de facteurs absorbans au numérateur et au dé Fig. ar. 
nominateur , expriment toujours des quantités finies : 
et l'on a, d'après la notation du calcul différentiel 
l'équation (d) 1 se réduit à celle 


“8 NE Le AA. 
+ OT TON D 


dx jy 
et substituant cette valeur de d dans l'équation (107) 


du rayon osculateur DH , on a celle : 


dj 
y —i=T (æ—w})......(108), 


qui est l'équation d’une tangente au point H de la 
courbe CHH'M..... [équat. (88), art. 99]; donc 
les rayons osculateurs d'une courbe sont normales à 
celte courbe , et tangentes au lieu géométrique de tous 
les centres nt nee 


180. On peut donc concevoir que la partie ADD'G 
de la courbe principale ; a été décrite par l’extré- 
mité À d'un fil ACHH'M fixé au point M, qui d'abord 
enveloppant entièrement l'arc MH'HC de la courbe des 
centres osculateurs , s’en écarte ascensionnellement , 
mais étant toujours tendu. Ainsi la différence D'H'—-DH 
de deux rayons osculateurs , est égale à l'arc développé 
HH de la courbe des centres osculateurs , courbe qui, 
d'aprés les propriétés” que nous venons d'exposer , 
s appelle la développée , et on appelle développante la 
courbe ADD'’G engendrée par le développement de la 
développée. à 


181. Puisqu'à un seul point D d’une courbe il ne 
peut correspondre qu'un seul rayon osculateur HD, 
il s'ensuit que le double signe qui précède la valeur 


de R [équat. (104) ] n’est relatif qu’à la position de 
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- ce rayon osculateur relativement à l’axe des abscisses, 


c'est-A-dire que si on le considère positif lorsque,comme 
dans la figure 21, la courbe présentant sa concavité à 
l'axe des abscisses , le rayon osculateur se dirige vers 
cet axe, il faudra le considérer négatif lorsque , comme 
dans la figure 22, la courbe présentant sa convexité à 
l'axe AX des abscisses , le rayon de courbure se dirige 
dans un sens opposé à l’axe. Or, si nous convenons 
de cet ordre de signes qui est celui généralement adopté, 
quoiqu'on pût le prendre dans un sens inverse, nous 
observerons que mettant l’équation Re? sous la forme 


ue Le © 
ee 
dx? 


le dénominateur est négatif lorsque la courbe présente 
sa concayité à l'axe des x , et positif dans le cas con- 
traire (art. 97) ; donc pour que le rayon osculateur R 
soit positif dans le premier cas, il faut que l'expression 
générale de sa valeur soit précédée du signe négatif; et 
pour qu'il soit négatif dans le second cas, il faut encore 
que son expression générale soit précédée du signe né- 
gatif, Nous écrirons done toujours | 


fesses 


L] 


dAVONU ae) 
Re age nn GRee) 
On tire de l'équation (96) , article 121, celle 
3 3 
(dy° + dx° Ve io » 
js 
donc ; | 
Ho NS (110). 


ET AUX DIFFÉRENCES. 239 

182. Pour faire quelques applications de ces for- pig. ar: 
mules > prenons d’abord l'équation générale des sec 
tions coniques , qui est. 

ÿ° — Pr + Qu (art. hi (a). 

Différentiant successivement deux fois de suite cette 
équation , on a 

2ydy—=(P+2Qx)dx et joe LP Te 


donc 


ay LÉ — PH 202) dé TR Pam 


ra A 
et substituant cette valeur dans l'équation (110),ona 
N3 


R=————...(111); 
nt a 218 ; ? 
A D 
résultat remarquable, et qui exprime une belle propriété 
commune à toutes les sections coniques. 


Pour trouver le point de ces courbes où le rayon 
osculateur ést égal à la normale, mettons dans l’équa- 
tion (111) N à la place de R, ce qui donne 


Na CE do NE R hi. (a 
Mais N —2:P lorsque x=—0o, puisqu'alors y—=0o, 
N'=6(S .u ).et (S.n) = © [équat (al art ain: 


donc la courbe. ADD'G.... étant supposée une sec- 
tion conique, la distance AC des origines À et C de 
Ja développante et de la développée est égale au demi- 
paramètre. Dans l’ellipse etl’hyperbole, le double signe 
qui précède la valeur de R [ équat. (a) |, annonce 
deux points de ces courbes où les rayons osculateurs 
sont égaux au demi-paramètre , mais placés en sens 


Fig. 21, 
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inverse l’un de l’autre ; il est aisé de voir que ces deux 
points de l'ellipse et de l’hyperbole sont ceux où les 
courbes coupent l'axe principal. 


On a pour l'ellipse dont les grand et petit axes sont 
2A et 2B, MR 


NE = [ca MAY NE EE g(A—ay |, 
dN _ B'(A—zx) (A'—B:) 


éd: AËN RE 


et d'après la méthode des maxima et minima, faisant 
dN —=5c,onazx—A qui répond à un maximum deN, 


d'N 
dx? 
( voyez l’art. 69). On: trouve donc que N—B est un 


4B* 


maximum et que conséquemment R — Dar Céq. (111)] 


est un maximum. Ainsi la courbe HE étant une 


_ellipse , le rayon osculateur MG + qui est dans la 


direction du second axe, est le plus grand possible ; 
mais à l’origine A , le rayon de courbure CA est 


rP— = ; donc la longueur absolue du quart CHH’M de 
A3—B3 
AB 


Si A —B, ce qui est le cas du cercle la développée se 
réduit au centre de ce cercle. 


Ja développée de l’ellipse est égale à MG—CA——— 


Il est aisé au lecteur de suppléer à ce qui manque à 
la figure 21 pour tracer la développée entière de l’ellipse. 
11 pourra de même s’exercer à la discussion des dévelop- 
pées des autres sections coniques. 


183. 


ET AUX DIFFÉRENCES. 2 
183. Pour lalogarithmique dont die de est Y° 0% Fig. 5 
(art. 107),ona 


De —b*lbdx—=mb"dx »dy?= m?b°=dx?, dy sm 0 dx: 


donc le rayon osculateur decette courbe est 


de {Lo 


— ( m°b27 + 1) 


mb? x 


Le signe négatif de cette expression indique que le 
-rayon osculateur KE ( fig. 5) se prolonÿe du côté 
opposé à l’axe XX” des abscisses. 


184. L'équation différentielle (a) [ art. 114 ] de la 


cycloïde , étant différentiée, donne 


yddy + dy = © be. Loe = dxdy.. ..(b) ; 
| PÉSES 2rÿ —Y* 
mais quarrant la même équation (a )[art. 114] et 


multipliant ces deux membres par dx*, on a, respec- 
tivement à ces deux opérations, 


PEN CE D En de Vary y", 
ï ÿ 


substituant ces valeurs dans l’équation (b), il vient 


et dydx = 


TO TL? A 
dd tee lise de plus d + L dx? es REA dx; 
Y y y Pt 
donc l'équation (109) nous donnera pour la cycloïde, 
Hi Moryrr (a) 


cr 21, 
Mais y=7— cos o [ éq. (D), art, 112] = 2€; 
| 
donc 

R— sin Dossie , .(d). 


16 


Fig. 6, 
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Cette équation quiest des plus simples, nous apprend, 
1°. que la développée ANP de la cycloïde a son ori- 
gine au même point À que la développante, puisque 
pour © —0o on a R = 6. 2°. Que le rayon osculateur 
PA" qui aboutit au milieu A” de la cycloïdé, est égal 
au double du diamètre du cercle générateur , puisque 
pour w —9200°, on à R —#4r. 3°. Que conséquemment 
la longueur absolue de toute la développéé ANPA" 
est égale à quatre diamètres du cercle générateur. 
Cette conclusion nous conduira dans la suite à la 
rectification rigoureuse de là cycloide. 


165. Représentant par s et c les sinus et cosinus 
de l’angle formé par lanormale d'une courbe avec l’axe 
des abscisses, on a 


ME 
Dust 
quarrant et chassant les dénominateurs , il vient 
de dx 
vd td 


et différentiant en prenant toujours dx constante ,ona 


—— D CA) ATOUT T0 de 


\ 


s’dy®— dx®— s'dx?, d'où s 


di A = DTéquat. (109)], 
(dyÿ* + dt )* 
d'où OVER 7.0. (119) 
De l'équation précédente (u), on tire 
Ps Ru eu ms "+; 


mais représentant par L l’angle de la normale avec 
l'axe des abscisses, l'équation (112) donne 


dy=RedL, donc dr =RsdL, * 


ET AUX DIFFÉRENCES, 245 
ot enfin ; 
dr = RiRde et 0(CL10). 

186. Ces formules dont nous verrons dans ja suite 
l'utilité pour trouver facilement l'équation entre les 
coordonnées rectangulaires d'une courbe par le moÿen 
de la seule valeur de son rayon esculateur, et pour 
passer des équations des courbes à celles des dévelop- 
pées de tous les ordres , on des équations des dévelop- 
pées à celles des développantes de tous les ordres, 
nous serviront dans certaines occasions à trouver 
d’une manière plus facile que les méthodes précé- 
dentes, la valeur du rayon osculateur d’une courbe 
par le moyen de celle d’une seule coordonnée en 
fonction de l’angle de la normale. Par exemple, on a 
dans la parabole dont le paramètre est P, l'équation 

Y—=+ PL}, d'or De PAPE « 


2C* 


(*) Il est souvent utile, étant donnée équation d’urie courbe 
#ntre ses coordonnées rectangulaires , de trouver les valeurs de ces 
coordonnées en fonctions trigonométriques dé l’angle de la normale: 
Voici la méthode générale qu’on pourra employer pour y parvenir. 
Avec l'équation de la courbe, on a la valeur de ÿ et de la sous- 
normale (S.n) en fonctions de x (art. 116). maisy —=—(S.n)t; 
donc égalant cette valeur de ÿ avec celle que donne l’équation de la 
courbe, on a une équation dans laquellé il n'entre que à et des 
fonctions trigonométriques de l'angle de la normale, d’où l’on tire 
la valeur demandée de x, et la substituant dans l'équation de la 
courbe ; on a aussi la PA demandée de ÿ. Par exemple ; on a 
pour les courbes du second deg 


PH 


2 


(Sn) = T (art, 119), 


le signé supérieur pour RETIRS et linférieur pour l'hyperbole ; 
di y? ou 


x — 4PO: 40372 
ni 0 en NN 
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et substituant ces valeurs dans l'équation (112), ona 


Si L— 200°, d'où c——1, on.a 
RE ÉVUE à | 

re R——;P, 

ainsi que nous l'avons déjà trouvé pour toutes les sections 
coniques (art. 182 ). 


Le lecteur pourra, par cette méthode, trouver ai— 


résolvant cette équation par rapport à x , il vient 
sd ï Ac 
= —— De ]=+af: pééorpere |ls 
Q V1 E Qr V/A2c:+B2s: 
B° 
mais EF AT NT SRE 


donc substituant la valeur de x, pn a, toutes réductions faites , 


sy st SU d'a 
# 7 V'AïcEBrs 
Si l’on fait dans l'équation (4), Q—0o,ona 
Pz 2" Dr 
X ed , d ou 57 pas wi ; 


ce qui sont les valeurs de x et de y dans la parabole. 
Prenant l’origine des coordonnées depuis le centre de lellipse et 


de t'hyperbole, lon a 


+ AT TE MR S-SOES SURES 2 BELGE TE À | 
V/Ates + B:5° 
valeur de x plus symétrique p He-même et avec celle de y, que 
celle trouvée précédemment. Divisant la valeur de y par cette 
dernière de x, on a 


pe: A: y 
DL S d'ours er, 
à A2 ? B: x 


ce qu'on sait déjà ( Biot, art. 134). 
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sément l'expression du rayon osculateur de Pellisse et 
de l'hyperbole, sachant d'ailleurs que dans ces courbes 
on a | 
| B?s 
Y La Ac? + B°s? +3 à 

VEAc" Æ Bs° ] 


le signe + pour l’ellipse, fur — pour l'hyperbole. 
(J’oyez le renvoi de la page 243.) 


X 


é 
CHAPITRE XI. 


Application des calculs aux differences et 


différentiels à a la théorie des sur rfaces courbes 
et des courbes a double courbure. 


€ 
187. F \ OUS allons dans cet article chercher l'équation 
du plan tangent à une surface courbe donnée par sou 
équation 


(a) ER A 0 ou Rae Cr) CH}. 


Pour parvenir à cette équation, considérons d’abord 
un plan sécant passant par un point xy3 de la sur- 
face courbe , et dont l'équation sera coniéquetinient de 
la forme 


Z —2—=A(x —x)+B(z —23).....(c), 
les coefficiens À , B étant encore indéterminés, 


Représentant par x”, y", z” les coordonnées d'un 
second point de la surface courbe, on exprimera que 
le plan coupe cette surface au point x"y"2", en 
mettant dans l'équation (c) x”, y” et z" à la place de 
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a”, y" etz’, ce qui donnera 
2 —2—A(x"—x) +B(y —y). ...(d). 


De même l'équation (b) de la surface devant être sa- 
tisfaite aux deux points ayant respectivement pour 
coordonnées x”, y',z" etx, Y,3, On aura 


2 =fCr, NY ete SET) 5 
donc 
(4,9) AND .(e) 
Or, les équations (d) et (e) ne renfermant que des 


coordonnées particulières à deux seuls points de la 
surface , la première peut être mise sous la forme 


Az A 
Az — AAx + BAy ou E=A+B se... Cf); 


et la seconde sous la forme 


Az = Af(x,y)=Af(x, y)+ f(x, y) : 
ef (x, y)Ax +9 (x,y)Ay, 


A A 
ou ne (a,y) +9 Ca, y... (8), 


Retranchant cette dernière équation de celle ( f), et 
faisant attention que l'équation résultante doit avoir 


ay 


lieu indépendamment des valeurs de, on aura 
Az 
Ay 
Substituant ces valeurs de A et de B dans l’équa- 
tion (c), on a pour équation générale des plans sécans 
à une surface courbe, celle 


| ATs s 
Ag (zx, y)=E, + B=pir,y)= 


T 
” Afz 


on Pme db mn) + mes 2 pate et) « 
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Mais si l'on fait mouvoir le plan autour du point 
ÿzxz de manière que la partie retranchée se réduise 
à ce seul point , qui alors devient point de contact, on 
aura les numérateurs et dénominateurs des coefliciens 
aux différences de l'équation (114) qui s’évanouiront 
simultanément ; donc représentant d’après la notation 


dz5ù d'aunrs | 
—— , ler des 
du calcul différentiel , par —— TE CE le rapport. de 
ATz 


quantités absorbées dans les fractions respectives res 


AYZ 
et x s lorsque le planne touche plus la surface courbe 


qu'en un seul point, on aura pour cquaton du oh 
tangent : 


É d?z pi " 
dE (a—x)+ SE Dre 9) DAT 


APPLICATION, 7Zrouver en du plan tangent 
a toutes Les surfaces du second degré. 


On sait que l'équation générale de ces surfaces est 
Lr”° +- My'° + N22 — to .(A) : 


mais x , y, Z étant les coordonnées du point de tan- 
gence , On à aussi . 


LL ER MY IN ETC), 
donc 
A TURE 1,7 : d'z My. 
M de Ne: du Na 


[*] On pourrait trouver cette équation par un autre procédé 
que j'ai employé à Particle 197, pour avoir léquation générale 
des plans tangens aux lignes courbes à double courbure ( voyez 
la remarque de l’art. 197 ). 
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substituant ces valeurs dans l équation (115) ,ona 
Lx 
DIS + A EAN 4 —Y).. Les 


.Nz 


ou plus simplement, chassant le dénominateur , effec- 
tuant les multiplications et réduisant l'équation résul- 
tante par le moyen de celle (7), on a pour équa- 
tion du plan tangent 


Lzx'x + My'y + Nafzeshr CUED 2 


188. Cherchons maintenant les équations de la droite 
normale au point xyz de la surface courbe. 


Faisant successivement y — o et x°—0 , l’équa- 
tion (115) se réduit successivement à celles 


nr neo e. FT ya £ 
» 408 3 AE. dyd®z 
et Lt = y= (a RÉ ds iy , 


qui sont respectivement les équations des traces du plan 
tangent sur les plans coordonnés des æz et des yz. Ainsi 


ER ED : 
Re Re sont respectivement les tangentes trigono- 


métriques des angles que forment ces traces avec l'axe 
des z ; donc les équations cherchées de la normale sont 


| / d= Z , r / he d'z RTE 2) ; 
{z Tr re, LA —2), SE A PT (z 2)}(H18). 


Ainsi les équations de la normale au point de tangeriée 
-yxz des surfaces de second degré , sont 


L Lx " / M ! 
{aa (2) et = 2} (9). 


( Voyez l'application de l’article précédent. ) 
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(189. Un plan sera normal au point de tangence 
yæxz de la surface courbe, s'il a sur le plan des 
æz et des yz les mêmes traces que les projections de 
la droite normale, ou du moins des traces parallèles à 
ces projections. Ok: , l'équation de ce plan normal étant 
de la forme z°— z = A (x'—x) + B(y—y), 


l'équation de sa trace sur le plan des xz est 


L 


# { à 
2'—2=A(zx —x) ou x—x = (32), 


D: 


et identifiant cette équation avec la première du groupe 


(118),on a 


De même l'égttion de la trace du plan normal sur 
le plan des yz ; est # 


de == Ca 2) 


et comparant identiquement cette dernière équation 
avec la seconde du groupe (118) ,on a 


donc l'équation du plan normal au point de tangenca 
des surfaces courbes est 


ju prit 


CV 
3 D ZT mur 28, sp TA en D : (120). 
Ainsi l'équation du plan normal au point de tangence 
æyz des surfaces du second degré est 


ù Nz “ Na mour | 
2,8 je CT DATE UE, CUT Per Re CIS 


|] 
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190. On: sait que la distance dans l’espace de deux 
points dont les coordonnées sont respectivement y”, x”, 
et y, æ%,-2, est (VA z'—2) + (3'—y)° + (a'—x)*. 
Sub dans cette formule les valeurs de y’ y et de 
x'—x données par les équations (118), on a la distance 


en question — (z' —2 ) PAU rs à SE: + + (2): 


et faisant dans cette formule 2 — 0, on a pour ÿ: 


distance du point de tangence au HA des xy, 
quantité 


7 (EN + (D ne) 
Ainsi pour les surfaces du second degré, cette dis- 
tance est 


Lx + My N°7 
VERS Ah did . (128). 
Si l'on fait L M — N , ce qui est le cas de la sphère, 
cette dernière formule se réduit à la quantité 
Va ty qui est égale au rayon de la sphère ,ce qui 
nous dit une chose évidente d’ elle-même, savoir, que 
tous les points de la surface d'une sphère ayant son 
centre à l'origine des coordonnées, sont éloignés de 
cette origine d’une quantité Constante égale au rayon 


de la re 


191. Il est évident que le plan tangent au point de 
la surface courbe où répond une coordonnée d'extrème 
grandeur, est parallèle au plan des deux autres coor- 
données , et par conséquent l'équation de ce plan sera 


Coordonnée de méme dénomination que celle d’ex- 
trême grandeur , égale à cette dernière coordonnée, à 
laquelle évidemment répondle point de tangence. 


Par exemple, si la coordonnée verticale z du.point de 
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tangence est d'une extrême grandeur , alors le plan de 
l’équation (115) est parallèle au plan des xy, et l’on a 
z' (= 2) qui est constante ; donc d?z— o et d/z — 0. 
Cela posé , pour connaître les z maxima et minima d’une 
surface courbe , on fera chacune des différentielles par- 
tielles de cette fonction des deux autres coordonnées 
x,y égale à zéro; d’où on déduira les valeurs des 
coordonnées x, y qui correspondent à l’extrème gran- 
deur de z; ensuite, au moyen des caractères (56) 
L'art. 71] dans lesquels il faut mettre z à la place de 
U, on verra si z est susceptible d’une extrême gran- 
deur , et, dans ce cas-là si cette coordonnée verticale 
est un maximum Où un Minimum. 


Déterminant de cette manière les maxima des trois 
coordonnées , on obtiendra dans les plus grands de ces 
maxima (*) , les limites de la surface dans le sens de 
ces coordonnées. | 


APPLICATION. Déterminer les limites des surfaces 
courbes du second degré. 


Nous avons vu à l'application de l’article 187, que de 
l'équation générale (A) des surfaces du second degré , 
on tire 

dz DE: d'z My 4 
ere = et HN 


/ 
! 


ainsi faisant d’z—0o et d’z2—0,on a 
EEE SE AE 


donc si z est susceptible d’une extrême grandeur , elle 


sens d’une même coordonnée, il est elair que ce n’estllque le plus 
grand de ces maxima qui donnera la limite de la surface, ce qui 
est analogue à ce que nous avons dit à l’article 169 pour les courbes 
planes. \ 


(*) Une surface courbe pouvant avoir plusieurs ele dans le 


(l 
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correspondra à l’origine des coordonnées horizontales , 
etelle sera | 


An TO) 


Afin de vérifier cela, différentions encore les équa- 
tions (a) et (b), ce qui donne 

az À M Er ei « AL MO PM 4 
(e)… HET TUNS TN et De TN Ne 0) 
282 (NLz+L'x)(NMz"+ My") (s) 
dd oi tosmaament Abu Mid 10 MR 
À (d*dYz) : | 
et ['équat. (b)] pr NU 


donc 


d’où il suit , 1°. que si M et N sont des quantités posi- 
5 Ê > je .. 1 
tives , ce qui est le cas de l’ellipsoide, on az — UN 


qui est un maximum , puisqu’alors les deux seconds 
membres des équations (e) et (f) sont négatifs et que 
le second membre de l'équation (g) est © que celui de 
l'équat. (4) [voy. l'art 71] ; 2°. que si M est positifet 
N négatif, ce qui est le cas de l’hyperbole à une nappe, 
on a l'expression (d) qui est imaginaire; donc cette 
surface n’a pas de limites dans le sens desz, ce qui au 
reste est évident de soi-même, puisque les projections 
de cette surface sur les deux plans verticaux des xz et 
y sont des hyperboles. 
8°. Par la même raison, M et N étant négatifs, 
ce qui est le cas de l’hyperbole à deux nappes, la 
surface n'a pas de limites dans le sens des z. Mais 
dans ce dernier cas on a 
Mt denmy 
Te Te le CON NO LE AE 


ainsi pour que x soit d’une extrême grandeur , il faut 
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faire z— 0 et y—0o,doù 
| TE 2 ÉD 
Or, différentiant encore les équations (2) et CR) ,0na 

CE CR INNOIN ET ET MENT MP 
nt D a D 7 
de plus 

déxdx … (NLa—Nz)(MLx—M°z°) 


DS 


de TN La R h (o) 
; dd'x Ve 
s Th) =9 + (P); 


donc à cause que les seconds membres des équa- 
tions (m) et (n) sont positifs, et que le second membre 
de l'équation (o) est plus grand que celui de l’équa- 


tion (p), il suit que 
(art.71). 


192. Une surface est dite osculatrice d’une surface 
courbe quelconque , lorsque contactant cette dernière 
en un seul point , on ne peut faire passer entre les 
deux surfaces une autre surface de même nature que 
la première. T'el est , par, exemple, le plan tangent à 
une surface courbe ( art. 187). 


1 1h | 
est la valeur minimum 
D cstla valeur minimum dé 


Nous allons , en suivant la même marche que celle 
que nous avons suivie à l’article 172 pour les oscula- 
tions des lignes planes , nous occuper des osculations 
des surfaces courbes. 


Soit F'ÉnVe 2) 0e (al 


l'équation d'une surface courbe quelconque, et 


LCR me 0 AE 
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l'équation d’une surface algébrique du degré n. Ïl est 
clair que toutes les dimensions de cette dernière sur- 
face seront,données de grandeurs , si l’on détermine les 
constantes de l’équation (b) par la seule condition que 
la surface courbe de cette équation (b) passe par autant 
de points de la surface courbe de l'équation (a) , qu'il y 
a de constantes dans l’équation (b) [*]. Cela posé , si 
dans les équations de condition résultantes du calcul 
précédent , et qui doivent être indépendantes des dis 
tances respectives des points communs aux deux sur— 
faces , on fait évanouir ces différences ; alors tous les 
points communs aux deux surfaces se confondent en un 
seul qui est celui d’osculation , puisque la détermina- 
tion convenable des constantes de l'équation (b), a 
fixé d’une manière invariable toutes les dimensions de 
la surface dont l'équation est (b) , et que conséquem- 
ment toute autre surface courbe de même espèce que 
cette dernière, ne peut passer entre elle et la surface 
courbe dont l'équation est (a); c’est dans ce caractère 
qu'’existe la distinction essentielle qu’il faut faire du 
simple point de tangence à celui d'osculation ; car le 


& + 


f SAR 1. An(n+06)+11 
[*] Ce nombre de constantes ne peut jamais excéder chante 
L 2 2 . 
puisque toute équation du degré À entre trois variables ne peut avoir 


(n+1) (n+2)(n+3) 


plus de : termes, et que toute l'équation 


2.9 


peut être divisée par le coefficient dé la plas haute puissance de l’une 
dés trois variables. Quelquefo:s même il faut moins de termes que 
le nombre indiqué précédemment pour fixer les dimensions d’une 
surface courbe: par exemple, par quatre points donnés dans l’espace, 
on ne peut fairespasser qu’une surface de sphère ; ce quise démontre 
dans la géométrie élémentaire , et se déduit aisément de l'équation 
générale de cette surface qui dans ses dix termes ne renferme que 
uatre constantes, 
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premier de ces points exigeant seulement que la sur- 
face courbe de l'équation (aet celle de l'équation (b) 
aient en un point commun , un même plan tangent 
aux deux surfaces ; cette seule condition laisse absolu 
ment indéterminées les dimensions de la surface dont 
l'équation est (b), et par conséquent on peut trouver 
un nombre infinide ces dernières surfaces, quisatisferont 
à cette condition de contact au même point de la sur- 
face donnée de l’équation (a) ; au lieu que la condi- 
tion qui caractérise l'osculation, détermine absolument 
toutes les dimensions de la surface osculatrice , et ne 
BR conséquemment à aucune autre te de 
même espèce que celle de l’équation (b), d’être oscu- 
latrice à ce même point de la surface donnée de l’équa- 
tion (a). 


On prend ordinairement pour surfaces osculatrices, 
celles du second degré, et particulièrement celle de la 
sphère qui jouit de la belle propriété d’avoir l’un de ses 
rayons perpendiculaire au plan tangent au point d’'oscu- 
lation , et par conséquent d’être dans la direction de la 
normale à ce point-là de la surface donnée. Nous ap- 
pellerons le rayon de la sphère osculatrice , rayon 
osculateur , ainsi que nous l'avons fait pour les lignes 
planes. 


L'équation générale de la sphère osculatrice étant 
CX— a) + (Y—0) + (Z—yY = Re... (@; 


en représentant par © , 8 et yles coordonnées du centre, 
et par R le rayon de cette sphère , ou rayon osculateur, 
nous considérerons quatre points communs entre cette 
surface sphérique et celle de l’équation (a). 


Soient x, y, z les coordonnées du premier point : 
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‘x, ‘y,'2 celle du second; x, "y, "z celles du troi- 
sième ; enfin "x, "y, "z des coordonnées du quatrième 
point , et supposons que Ces quatre points sont espacés 
de manière que Ax —A'x—=A"x=—A"zx, ce qui est 
toujours possible. Cela posé, voici le ce dont nous } 
ne ferons qu'indiquer la marche , à cause de la lon- 
gueur des formules qu'il faudrait écrire si nous l’exé- 


cutions. 


Mettons dans l'équation (57) L'art. 78 ] ‘3 et z à la 
place des quantités respectives &” et © , et substituons 
à la place de Ay sa valeur donnée par l'équation (39) 
[ art. 38 |; il en résultera une équation que nous re- 
présenterons par 


2=2+ 0 (d"2, d"Yz,Axt, dxPdy'd'y)....(d), 


danslaquelle nous substituerons respectivement les sym- 
boles "z , ‘z, "y à la place de ceux’z,2, y; l'équation 
résultante contiendra donc les différentielles partielles 
de ’z qu'on obtiendra par le moyen de l'équation (d), 
et les différentielles de ‘y qu’on aura par le moyen de 
l'équation (39) ['art. 38 ]. Il résultera de là l'équation 


VA = art Due re se LOS 


dans laquelle @ représente une fonction des différen- 
tielles de z, y, æ et de la différence constante de x 
comme dans l'équation (d); substituant dans l’équa- 
tion (e) les quantités "z, "z,’z à la place des respec- 
tives”"z,’z, z; et enfin opérant comme précédemment, 
il viendta 


Ve io cn CP, 


g" représentant encore une fonctioh de Ax et des diffé- 
rentielles de z, x, y. Mais les différentielles partielles 
de 
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de z ne renferment que des différentielles de x ety, 
puisque z n’est fonction que de x et y. Ainsi,®, @ 
et g” peuvent être considérées commé de simples 
Fonctions de dy, dx, Ax \, , 


De l'équation (e) ne) Celle (d) ) On a 
lg = 9 Sn 2—@ Cape. He GX PRE 
De même soustrayant l ‘équation (e) de celle (f) il vient 
El TON 4 
_<nfin de l'équation CR) retranchant celle (&), ; on a 
"z— 5 "245 'z2—r—g"—0p Hop:is.(1). 


Les équations (g);, @). et (2) étant indépendantes de 
la surface que l’on considère , elles auront leurs ana= 
logues pour la sphère; ainsi particularisant ce, cas-là 
par la substitution de X, Y, Z à la place de FA es 4 
on aura pour la sphère es équations 


(a). 20 470-070 ZT". @ ) 
et “25/2453 2Z—0"—20 +o0...(ÿ), 


,, ®" représentant des fonctions de dY ,dX, Az 
de même forme que les fonctions raépeci eu ®,®, g" 
de dy ,dx, 4x. Mais aux quatre points que nous consi- 
dérons, et qui sont communs aux deux surfaces , ona - 
Ze, MIRE A À En z et. t AX ADS 


donc | 
& 09 —0, 0-0 —p-9" et 9°-20/+8 9/20" +9; 


et divisant ces équations par Az, on à trois équations 
de la forme 


a7, 


# . GALCULS DIFFÉRENTIEL 

ER, L (as =)= Et if C2 ax) 
u arf" Gxa)= DT + Azf” É Az) (k): 
mt Axf" ee + es _ A axf" (= so ;4x) 


Cr, RARES que parmi les trois variables x, y, z 
de la surface donnée , et X , Y, Z de la surface de la 
sphère , celles répéctives x et X varient uniformé- 
ment , et celles y,Zzet Y, Z varient également suivant 
des grandeurs qui ne sont pas uniformes ; donc si au lieu 
de supposer , comme précédemment , que les équations 
des deux surfaces sont résolues par rapport aux va- 
. riables respectives z et Z, on les considère résolues 
respectivement par rapport à y et Y; alors il est clair 
que le même raisonnement qui nous a conduit ci- 
dessus aux trois équations (4), nous conduira äux 
trois autres 


\ 4 2 | de: 
a+ Axf Gx ar) = + arf (TE, à) 
cd dz ( 
PA + af ax AX ms te us 15 co 
d°7 # | 
meta ar) = T5 à xf A » az)) 


Telles sont les six équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour que les deux surfaces courbes aient les 
quatre points indiqués de communs : mais si nous vou- 
Tons exprimer que ces quatre points se réünissent en 
un seul, ce qui est le cas de l’osculation , il faut faire 
ee ce qui réduit les six équations () et (2) à 
celles 
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dY __dy ŒY dy d'Y dy dZ_ dz 
AX — dx AX?  dx’AX dx’dX dx’ (m) 
2 oz dede 

T dx? dX° — dx 


qui sont les équations de condition pour l'osculation 
d’une surface courbe quelconque par la surface sphé- 
rique. Cela posé, différentiant successivement trois fois 
de suite l'équation générale (c) de cette dernière sur- 
face , et usant des équations de condition (m) quicarac- 
térisent l’osculation des deux surfaces , on a 


X—o+ (DT + En 


QG) à +G— Da + d LEE 1 = o\(o). 
LSédy 3dzd'2 


Eliminant molcuoient Z— y et Y— 8 entre les 
deux dernières équations du groupe (o}), et faisant 
pour abréger 

_G= d'zdy* + dzdx° + ddr — 3dyd’yd°z 

— 3dz(dz)...... (124) 

H=— oo + 3dy seu 2— dydz* — dydy* 

— dr dy....(125), 
G 


On a, | 
Eye "Pr 


Yo de 


Li iteyheee dyds à | (0? 
substituant ces valeurs dans la première des trois equa- 


17. 


| 
| 
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tions du groupe"(o), il vient 


Lt Gdy + Hdz' 
AT de (dyde ep …....e ir): 


Enfin substituant les valeurs de X—w, Y—0 et 


.Z— y dans l'équation générale (c) des surfaces sphé- 


riques, on a 
à VOTRE dE) CRD E 6 
dx (dydz— dydz) TOR 
ce quiest l'expression bd du rayon osculateur des 
surfaces courbes. 
Les coordonnées X , Y, Z de la surface sphérique 


osculatrice étant les mêmes. au point d’osculation que 
celles x, y, z de la surface courbe donnée , au même 


‘point, on tirera des équations (r), (p) et (g) celles 


MENU Gdy + Hdz 
+ PTT dx (dyd'e — d'yd'z) pa 
G 


D Ode ya | D:.(127).. 
Y=2+ dy dx — d'yde dz 


193. Mais pour rendre ces formules utiles dans les 
applications particulières qu'on en veut faire, il fau- 
drait pouvoir en éliminer toutes les différentielles , et 
n’avoir plus les valeurs deR ,:6, 8 et qu’en fonctions 
des variables de la surface proposée. C'est ce qui paraît 
fort difficile au premier aspect. La difficulté n'existe 
pas dans l'élimination de l’une des deux variables, par 
exemple celle z’ et de ses différentielles , puisque l’on 
a pour cette élimination l'équation de la surface courbe 


* 
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proposée , qui donne la valeur de z’ en fonctions de x’ 
et de y”, et qui différentiée successivement trois fois de 
suite , donne la valeur de dz, d’z, d%z en fonctions 
de x’ , y, et des différentielles de ces deux der- 
nières . variables; on parviendra donc facilement à 
des valeurs du rayon osculateur R et des coordonnées 
© ,0, 7 du centre de la sphèreosculatrice , dégagées de 
la variable z’ et de ses différentielles. Mais la difficulté 
existe particulièrement à éliminer dans ces dernières 
valeurs , les différentielles dy , d’y et d'y , afin de par- 
venir à des valeurs de R, ©, 8 et > dont les numéra- 
teur et dénominateur soient multipliés par une même 
puissance de dx , et par conséquent à des simples fonc- 
tions des variables de l’équation de la surface proposée. 


Pour vaincre cette difficulté , nous observerons que 
le rayon osculateur au point xyz de la surface pro- 
posée, étant sur la normale à ce point, est évidem- 
ment dans le plan normal à ce même point de la sur- 
face. Or, l'équation (120) de ce plan normal (art. 189} 
sera évidemment celle de la section de la surface du 
plan normal et de la surface courbe donnée, si nous. 
indiquons cette circonstance par une combinaison de 
calculs entre l'équation de la surface courbe et de la. 
surface du plan normal, puisqu’alors nous considére- 
rons les coordonnées communes aux deux. surfaces. 
Donc si l'équation générale de la surface courbe étant 
F(2’,y,2')=— 0, nous substituons à la place de z’ sa 
valeur tirée de l’équation du plan normal, nous aurons 
l'équation de la projection sur le plan des x‘y’ de la 
section faite sur la surface courbe par le plan normal 
passant par le point d’osculation ; et puisque les x°, y” 
de cette projection sont les mêmes que ceux des points. 
de la section de la surface conrhe par le plan: normal 
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nous aurons une équation F'(x’, y’) —o dont nous 
disposerons pour éliminer dans les valeurs de R, ©, 8 
et y, les différentielles de y. Or, remarquons qu’il entre 
dans ces valeursles coordonnées, y, que nous avons 
considérées pour un point particulier de la courbe, 
mais que ces valeurs deviendront générales lorsque l’on 
cessera de particulariser ce point, en mettant à la place 
des symboles qui représentaient ses coordonnées , ceux 
qui représentent les coordonnées variables de la surface 
courbe dans son équation. 


194. On sait qu'une courbe à double courbure est 
analytiquement représentée par ses équations de pro- 
jection sur deux des trois plans coordonnés. Ainsi en 
prenant pour plans coordonnés de projection ceux des 
x’z' et y‘z', les équations générales des courbes à double 
courbure sont 


a),.,5f(r, 2) 0 et if (y, 2) en AN € 


Or, il est évident que la tangente à un point de cette 
courbe , aura ses projections sur les plans coordonnés 
des x'z' et y'z’ qui seront tangentes aux projections 
de la courbe sur les mêmes plans , et que les points de 
contact dé ces projections seront les projections sur les 
plans coôrdonnés du point de contact de la courbe à 
double courbure et de sa tangente. Donc si nous repré- 
sentons par x, y, z les coordonnées du point de tan- 
gence, nous aurons RES équations de la Han sREs 


Y—y= -$ pie | 
4. .(1a8)[voyez l'art. 991. 


d'er=T (2 —2) 


Divisant la première de ces équations par la seconde, il 
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viendra pour équation de la projection de la tangente 
sur le plan des x'y', 


“et à Y (a —x)...(Otéquat. (88) ; art. a91. 


EXEMPLE. Soit la courbe à double courbure ayant 
pour projection sur le plan des y'z' une hyperbole de 
l'équation 

y = 7 AD A 0 (0 ON 
et pour projection sur le plan des x7’, une ellipse de 
l'équation 
fa = Fm EL a . 
er LES az —72 ).......(e); 
on demande les équations de projection de la tangente 


touchant la courbe à double courbure au point dont les 
coordonnées sont X,Y, Z 


Le point xyz étant sur Ë courbe proposée , on, 
a aussi 


pe ns (az +2). hp A LE cs (AA 
AA m° La eve 
et" SDS UE az “)....@. 
d'où dy m? a +93 
dz mn ,+ Tr. 2y 
A 22). 
dz © 2(m+n) x 


Donc les équations demandées de les tangente à læ& 
. courbe sont HORS | 
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m° (= + 97 


KA RRE ve (z'— z)......(h) 


a) 
; m° n° j bd. 
et es (or QG =— 22) (3 —2). . (cr): 


195. Si l’on imagine qu'une tangente à la courbe 
dans l’espace , glisse sur cette courbe prise pour direc- 
trice, il est clair que par ce mouvement elle engen- 
drera une surface enveloppante qui sera une surface 
courbe , si la courbe dans l'espace est à double cour- 
bure , et qui ne sera qu'une surface plane, si la courbe 
directrice est plane. Or, il sera toujours aisé de trouver 

‘équation de la surface enveloppante par le moyen des 
équations de projection de la courbe. [ éq. (a) et (b), 
art. 194 ] et de sa tangente [ équat. (128)]. En effet, 
le point æyz étant sur la courbe, les équations (a) 
et (6) de l'article précédent donnent | 


f(x, Ah. et JO D=0; 


donc 

FAC 2)—f(x 3 z) aus, et f! (y, 2) se (y,z)=0, 
d'où æ'—@(x, 2,2) et y—=9(y,z,2). 
Sübstituant ces valeurs de x’ et y” dans Îles équations 
(128), et faisant de plus attention que o et ge sont 


respectivement des fonctions de y ,z et x, z, on 
aura deux équations entre x,y,z et z!, par le moyen 
desquelles, éliminant 2”, il ne restera plus qu'une 
équation: F (x; ÿ, z)=o qui, se générale 
lorsqu'on mettra les symboles x’, y’, 2° des coor- 
données variables de la courbe dans 4 
l'équation de la surface enyeloppante. 
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196. Des équations (128) on conclura aisément que: 

les équations de projection sur les deux plans coordon-, 

nés verticaux x’z', yz' de la normale au point de 
tangence xyz sont 


dZ >. ; Gr à ge | 
L'=-7 6 —Z2) et x = RE —2) ji) 


Mais cette ligne verticale ne cessant pas d’être normale 
au même point xyz de la courbe, lorsqu'elle tourne au— 
. tour de ce point de tangence toujours perpendiculaire-, 
ment à la tangente, il s'ensuit que les équations (129} 
_ sont celles de la trace du plan normal à la courbe sur 
les deux plans coordonnés x’z’ et y/z’. Or, représentant 
parz —2—A (x —x)+B(y—7) l'équation du 
plan normal, il est clair que A est la tangente de 
l'angle que forme la trace de ce dernier plan sur le 


; dx 
plan coordonné x’z’, ayec l’axe des z’; donc A—— ne 


. À np 
On démontrera de même que B— — % . donc équa- 


2 


z 
tion du plan normal au point xyz d’une courbe à 
double courbure est. 


/ Ru: t ohg y | | 
Z —2+ (x 2) + (y —y)—0...(150). 


197. Trois points qui ne sont pas en ligne droite 
déterminant la-position d’un plan, on trouvera les 
équations de condition qui doivent avoir lieu pour: 
que la courbe à double courbure et le planaient trois 
points de commun , en se servant d'un procédé sem 
blable à celui de l’article 192 (pages 255 et suiv. ) ; 
mais le calcul ne sera poussé ici que jusqu'aux secondes 
différences, parce qu'il ne s’agit dansle cas actuel , que 


1 
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de trois points communs, et qu’à l’article 192, les re- 
cherches dont nous nous occupions étaient pour quatre 
points communs entre une surface courbe quelconque 
et la surface d’une sphère. Ainsi représentant par 


DT Z = À Xe XD ON ce V0 Ce 


l'équation du plan ; et passant de la section à la tan- 
gence qui, dans ce cas-ci, est l’osculation du plan et 
de la courbe à double courbure , on aura les équations 
de condition 


dy  dY._ dy dZ_d dZ_ de. 
dX dx’ dX?2 dx?’ dX dx’ dX? dx’? 


donc différentiant deux fois de suite l'équation Z—AX 
—- BY qui est celle du plan lorsque l'on n’y considère 
que le point de tangence ZXY , on aura 


di = Adx + Bdy; ddz —Bddy, 
Lu .… ddz __ ddydz — dyddz. 
d’où BST et AE SERA —; 


donc substituant ces valeurs dans l’équation (a) , et fai- 
sant attention qu'au point de tangence on a 22, X—x 
et Ÿ—7y, on aura pour équation du plan tangent 


, _… ddydz—dyddz,., ddz 
Z PR FE LU (X AMP? Œ —y)...(131). 


REMARQUE: Nous observerons en passant, que nous 
aurions pu à l’article 187 , trouver l'équation générale 
(115) des plans tangens aux surfaces courbes, par un pro- 
cédé parfaitement semblable à celui que nous avons em- 
ployé dans cet article pour obtenir l'équation (131) des 
plans tangens des lignes courbes à double courbure ; 
peut-être même que ce dernier procédé aurait été plus 


{ 
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analogue que celui de l’article 187, à la nature du 
point de tangence d'un plan avec une surface courbe 
qui est d’osculation, puisque trois points pris sur la sur 
face courbe déterminent la position d’un plan sécant à 
cette surface , et que dans le cas de tangence, ces 
trois points se réunissent en un seul. 


198. L’osculation d’une courbe dans l’espace par un 
cercle, correspond évidemment à des osculations des 
projections de cette courbe sur les plans coordonnés 
par des ellipses, puisque la projection d’un cercle sur 
un plan est une ellipse. Ainsi, cherchant par les procé- 
dés.enseignés à l’article 172, les ellipses osculatrices des 
projections sur deux des plans coordonnés de la courbe 
donnée dans l’espace, le lieu des centres de toutes ces 
ellipses osculatrices sur ces plans coordonnés, seront 
évidemment les projections sur ces mêmes plans de la 
courbe à double courbure formée dans l'espace par 
les centres des cercles osculateurs de la courbe donnée. 
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NOTES 


SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL 


N OTE E. 
Sur le  dsyeloppeñiens def (x+-Ax) , lorsque 


Ax est une quantité irrationnelle (art. 3). 


Nous avons supposé à l’article 3, que Ax était 
une quantité rationnelle ; parce que nous la considé- 
rions comme une variation. arbitraire que l’on faisait 
éprouver à la variable x, et par conséquent comme pou- 
vant toujours se prendre rationnelle. Cependant il peut 
arriver qu'ayant une fonction de x, telle que fx, on 
veuille connaître son développement, lorsqu'on fera 
varier x d’une quantité déterminée irrationnelle telle par 

P Q , \ e 
exemple, que4/a; or, je disque, même dans ce cas-là, fai- 
P 4 L é r 
. santAx —{/a,onprouvera , comme à l’art. 3°, que le dé- 
P a 
veloppement de f(x+- y/a) doit être de la forme de la 
fu Le A e e P \ 
série (e) du même article, en y substituant 4/a à la place 
: P 
de Ax. En effet , l'introduction de y/a dans fx donne, 
pour une seule manière de prendre fx, p manières de 


| prendre f (x + Va }. Mais si dans le développement de 


P Pas 
D'(x+Ax) = 0%" (x+ V'a), il y avait des termes et même 
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EN MT DL 2 7 à 
un seul terme de la formé MAx"— M j/a", il's’ensui- 
vrait que pour une seule manière de prendre fr, ré 


pondraient np, manières de. prendre f(z+ V a) , dans 
le temps qu’il ne doit y en avoir ge P; done il y aurait 
absurdité dans:le résultat. 


De même. le développement de à GE V a) ne peut 
renfermer que des pPassenges positives sé V’a, a, cars il ÿ 


mL 8 nduivpait 


avait un nl terme de “la forme 
(Va)! 

que pour revenir, np la tu développée à ie fonction 

primitive en’faisant a— 0 , on a parviendrait à à l’absur dité 

fé fete. 1 4 wo 

- NOTE. IT. 


Supplément à a l'article ne 


Quelle que soit la quantité que représente fo sy 
bole a, ilest clair qu’ on a toujours a—a=0 où a(1—1)=0; 
or,sia—1, on aura 1 — 1 qui est le zéro primitif ét 
unique dans le système de numération | comme tout 
Dr RER 11 O0 À 
nombre significatif ; deisorte que —"—1; mais 
e (M3 ch EU Le] 
si a est différent de l'unité, alors dans l'équation iden- 
tique a(1—1)—=o, la quantité a est absorbée par le 
zéro primitifi — 1, et le rapport de a( 1—1)—0 à 
bi ),0. n'est plus l'unité ) nai celui des 


a(i —1 
quantités Seifeatives. absorbées a et b ; car aGty 
> 1 ( 1 mat) 
LL a '1—i 
APR es 7 HE AA généralement dla fraction à 


exprime le rapport des quantités que le ! Zéro primitif 
à — 1 a absorbées dans les deux termes de la fraction: 


EL. Er | NOTES 
Or, l'équation (2) de l’article 3 étant divisée par Ax ; 
et écrite ainsi qu'il suit fi 
mes Az Lu, - 0X° 
D — +f'e nt bn + etc. .. (1), 


doit avoir fn. CURE endamment des valeurs de Ax; elle 
aura donc encore lieu lorsqu'on fera Ax—1—1—=0, 
c’est-à-dire , lorsqu'on considérera la variable x, et par 
conséquent sa fonction y, dans un même état de gran- 
deur, ce qui.-donne Ay — 0. On aura donc l'équation 


À ACER 1—1 La 

(1) qui se réduira à 2 = f'x. = fx. Ainsi f æ 

est ici la quantité que le zéro du numérateur de la va- 
A déc : 

leur de _ absorbe lorsque Ay et Ax s’évanouissent 


simultanément; d'où il s’ensnit que si au lieu d'écrire 
dans ce cas-là 2 = f’x , on écrit, suivant la notatiou du 


calcul différentiel, Ÿ = f En il n’en faut pas moins 


considérer dy et dx comme des zéros absolus quire- 
présentent les différences respectives Ay et Ax après 
l'évanouissement absolu de ces dernières. 


NOTE I, 
Relative. a l'article ; 55. | 
En continuant À considérer le calcul différentiel sous 
le même por dé vue que dans la note précédente ) 
nous voyons que dans la fraction mu , le numérateur 


dy—0 est’ l'absorption de la. quantité f'x par le 
zéro.(1—1}.: Nous mettons l’exposant 2 à 1—1, 

parceque le dénominateur dx? —(1 — 1}, cuite 
dx = 1—1,et que si dy ne renfermait que le fac- 
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"y 
teur absorbant 1—1, il s’ensuivrait que” 


où fx 


_ 


1! A 
serait vis pr) Le , résultat absurde. 


(1—1)(1—1) 
Nous avons de même trouvé à l’article 35 que 
dy EE OT re ne 
fr TS... ft =) ainsi généralement la dif- 
férentielle du ni"* ordre de la fonction variable y 
est la quantité f”* absorbée par le zéro absolu (1—1)}", 
et par conséquent une quantité absolument nulle, si 


on ne la dégage par de son facteur absorbant (1=—1)" 
par le moyen du dénominateur dx" —= (1—1)". 


Conclusion des Notes IT et III. 


Ilest donc bien prouvé , 1°. que les différentielles de 
tousles ordres dy,d*y...d"y et de tousles degrés dx, dx*.… 
dx" ne sont que des Zéros absolus absorbans des quan- 
tités finies, ou du moins des grandeurs telles que celles 
qu "apprend à à combiner l'algèbre, et qu’ainsi les déno- 
minations d’infiniment petits du premier, second. : 

niè"e ordre ou degré, sont contraires à tous les principes 
des sciences exactes ; elles répandaient même sur 
_ les élémens du calcul différentiel, lorsqu' On s’en servait, 
une teinte d’absurdité qui à fait rejeter le calcul faus- 
sement appelé infinitésimal par plusieurs Géomètres, 
et entr'autres par. Rolle (*). 


(*) Le nombre -des .Géomètres qui ont. rejeté. le.calcul qu’on 
PE infinitésimal , aurait été bien plus considérable, si plusieurs 
n'avaient été retenus par l'identité des’ résultats que eut donnait ce 
calcul avec ceux qu’ils obtenaient d’une maniêré beaucoup plus longe 
et plus pénible par la Simple’ algèbre et la’ géométrie ir gi pois 
ce que dit d’Alembert dans l'Encyclopédie : 


« Maisquand on'fait attention que toutes les vérités qu’on dé- 


-a7a RS NOTES 
Que l'expression de la valeur f’x de Fa n'est 


NE AŸE CR * 
pas la limite de celle . lorsque l’on considère. la 
variable x dans un seul état de grandeur , mais bien 
réellement et rigoureusement le facteur absorbé: par 
le zéro du numérateur de la fraction 2 A AOrqGE. Age, 
d'où Lie = 0. 


°. Qu'on pourrait définir le calcul différentiel, en 
disant que ce calcul sert à faire trouver les quantités 
absorbées par zéro, lorsqu’après avoir considéré la 
différence d’une fonction variable dans deux états de 
grandeurs , on ne la considère plus que dans le pre- 
mier de,ces deux états. 


NOTE IV, 
Relative a l’article OI. 


Quelque convergente que soit la valeur de A./x 
donnée par l'équation (69)., lorsque la quantité x 
est beaucoup plus grande que celle Ax; cependant 
la méthode des simples différences donne une série 
encore plus convergente que le second membre de 
l'équation. En effet, 


dix l(x+ 4x) = xl tan) 


» couvre par le secours de la géométrie ordinaire, se découvraient 
» de même, et avec beaucoup plus de facilité par le secours du 
» calcul différentiel, on ne peut s’empêcher de conclure que ce 
» calcul fournissant des méthodes sûres, simples et exactes, les 
» principes dont il dépend doivent aussi étre simples. » 
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Mais on a vu en algèbre que 


- 1 + y: æ + Ax ue AX | 
donc faisant =X — 7 D DONNEES Er, 
1Y F3 2x + Ax 


on aura l (EE LE —) ; ou 
Ax cé 
1 bof 2e + ee). HG ste. | 


NOTE V, 


Relative aux développées (arts 180 ). 


Si sur le centre osculateur à un point de la courbe, 
on élève une perpendiculaire sur le plan de la figure, 
et que d’un point quelconque pris sur cette perpen- 
diculaire, l’on mène au point d’osculation une droite, 
il en résultera un triangle rectiligne rectangle dont le 
pied de l'hypoténuse engendrera dans le mouvement 
de rotation du triangle autour de la perpendiculaire, 
le cercle osculateur à ce point de la courbe donnée; 
mais la bäse du triangle étant tangente à la devye- 
loppée plane, et la perpendiculaire étant une des 
génératrices de la surface cylindrique ayant pour di- 
rectrice cette développée plane, il est clair que le 
plan du triangle sera tangent à la surface cylin- 
drique , et que conséquemment la suite des 60om- 
mets de ces triangles, tous placés sur la surface cy- 
lindrique , formeront sur cette surface la trace d’une 
courbe à double ccurbure qui sera encore une dévelop- 
pée de la proposée , puisque supposant un fil envelop- 


18 
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pant la surface cylindrique suivant cette trace, et ce fil 
étant prolongé d’une quantité rectiligne égale à la 
distance des origines de la courbe plane et de la courbe 
à double courbure, il est clair que déroulant ce fil en 
le tenant toujours tendu, son extrémité placée sur le 
plan de la courbe donnée tracera cette dernière. Mais 
ce que nous avons dit pour une hauteur primitive prise 
arbitrairement sur la surface cylindrique qui s'élève 
et s’abaisse indéfiniment au-dessus et au-dessous du 
plan de la figure, peut se dire pour toute autre hau- 
teur primitive ; donc toute courbe plane a un nombre 
infini de développées à double courbure, lesquelles ont 
pour projection sur le plan de la figure , la seule dé- 
veloppée plane que puisse avoir la courbe plane donnée. 


# 
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SECONDE PARTIE. 


CALCUL INTÉGRAL. 


. SECTION PREMIÈRE. 


fntégration des fonctions différentielles 
dupremierordre et à uneseule variable. 


CHAPITRE re 


Definitions, notions générales et intéorations 

4 « b . , ë « 

des. fonctions différentielles algébriques qui 

« peuvent s'intégrer directement , ou se ramener 

. A ‘ Pause Dr Ne 73 Are ‘ 

par Les integ rations réciproques à l intes ratiornt 

d’autres fonctions différentielles ie on con- 
naît déja les intégrales. 


A calcul intégral est l'inverse du calcul diffé- 

rentiel , et sert par conséquent à déduire d’une fonc- 

tion Ps CNE CITE" donnée , une fonction variable qui, 

étant différentiée > reproduirait la proposée. Ce calcul 
18.. 
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n'atteint pas toujours complètement son but comme le 
calcul différentiel qui ne rencontre jamais d'obstacles 
insurmontables ; car la fonction différentielle proposée 
que l'on veut intégrer, peut n'être la différentielle 
d'aucune fonction variable (art. 54). Cependant dans 
ce même cas où la fonction différentielle est inexacte, 
ce qu'au reste on peut vérihier (art. 54et 55), l’art 
du calcul intégral parvient souvent à faire trouver des 
intégrales approches à tel degré d’approximation qu’on 
le desire. | 

200. De même qu'on se sert de la caractéristique d, 
lettre initiale du mot différentiation , pour indiquer cette 
dernière opération, de même aussi on devrait se servir 
de la lettre z placée devant la formale différentielle que 
l'on veut intégrer , pour indiquer l'intégration à effec- 
tuer. Mais l'usage est que l’on se sert de la lettre /, 
initiale du mot fommer, pour indiquer l'intégration ; et 
quoique cette notation rappelle une idée fausse (*), 
comme cependant une notation n’est qu’une simple 
| convention pour exprimer une chose et non un principe, 
nous nous en servirons toujours dans cet ouvrage , d’au— 
tant qu’elle est beaucoup plus commode que toute autre 
que l’on voudrait lui substituer. Aïnsi pour indiquer 
l'intégration d'une fraction différentielle F (x, dx), 
nous écrirons fF (x, dx). 


201. Puisque dans la différentiation d’une fonction 
variable qui a un térme tout constant , ce terme disparaît 


© {*) Les Géomètres qui considéraient le calcul différentiel comme 
la décomposition des quantités variables finies en quantités dites 
infiniment petites, devaient aussi considérer le calcul intégral qui 
est l'inverse du calcul différentiel , comme celui de la sommation 
du nombre infini de parties dites infiniment petites qui , sui- 
vant eux, composaient la quantité finie ou intégrale de la formule 
différentielle donnée. 
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(art.7) , il est clair que l'intégration d’une formule diffe- 
rentielle qui, évidemment, ne donnera que les termes 
variables de la fonction primitive, pourra être incom- 
plète ; il faudra donc toujours ajouter à l'intégrale ob- 
tenue , une constante indéterminée qu'on représente par 
l'abréviation const, et que l’on détermine d’après les 
conditions de la question qui a donné lieu ‘à cette 
intégration , en cherchant ce que devient l'intégrale 
trouvée dans un cas particulier qu’on sait réduire la 
quantité demandée à une quantité constante et connue. 
Par exemple , supposons que par l'intégration de la 
formule différentielle F (x, dx), on trouve que son 
intégrale est fx, il est évident que cette intégrale 
pourra n'être pas complète, puisque 


d.fr=d.[fr+A]=F(x,dx); 


il faudra donc écrire d’abord 


JE (x, dx)= fx + const.....(a). 


Or, si l’on sait, d’après l'état de la question qui a donné 
Hoi à l'équation (a), que pour une ME particulière 
N de x, on doit avoir fF (x, dx) — M, alors l'équa- 
tion (a) se réduit à celle pu 


M—#fN + const; d'où const = M—fN, 
et représentant par À ce polynome constant, l’équa- 
tion (a) devient 

JE(x, dx) =fx+ A; 

ainsi fx + À est l'intégrale complète de F (x, dx). 

202. Les lettres f et d indiquant des opérations 
contraires , il est clair que lorsqu'elles se trouvent 
réunies devant une fonction variable, l'opération indi- 
quée par chacune de ces deux lettres est détruite par 
l'opération qu'indique l'autre; donc alors les deux 
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lettres indicatives f et d doivent s’effacer ensemble.” 
Ainsi 

fdifx=fx et dfF(x;dx)=F(x,dx). 
D'où il suit généralement, 1° que l'intégration d’une 
foriction variable dont la différentiation n’est qu'indi- 
quée paï la caractéristique d , s'opère en effaçant 
cette caractéristique différentielle ; 2° que la différen= 
tiation d’une fonction intégrale dans laquelle l’intégra- 
tion n'est qu'indiquée par la caractéristique f, s’exé- 
cute en supprimant cette lettre caractéristique. 

203. Lorsque le monome dont on indique l'intégra- 
tion aura des facteurs constans , on pourra écrire ces 
facteurs en dehors du signe d'intégration , puisque 
d.afx = ad.fx; donc fd.afx = afd.fx. 

204. Si dans les équations différentielles (6), (7). :.. 
du chapitre II du Calcul différentiel , on fait précéder 
le membre affecté de la différentielle de la variable, du 
signe d'intégration f, et qu'on efface dans l'autre 
membre le signe indicateur d des différentiations, on 


aura autant d'intégrales exactes que nous examinerons 
successivement. 


205. Commençons donc par examiner l'équation (6} 
(art. 8) qui, en opérant comme nous venons de le 
dire , nous donne Se 


ami "dre 1er const, 


formule d'où nous déduisons la règle suivante pour 
l'intégration des fonctions différentielles algébriques 
monomes. Æ/facez la différentielle de la variable, 
augmentez l'exposant de la variable d'une unité , et 
divisez par ce nouvel exposant. Ainsi généralement 


a+ 


fa 
Ver serait L const.....(132). 
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On voit donc que l'intégrale de toute fonction diffé- 
rentielle algébrique monome , est elle-même algébrique 
tantsque n est différent de — 1. Mais si 7n—— 1, 
l'équation (132) est en défaut, puisqu'elle se réduit 
alors à celle * 


dx 1 

— == - + const, 

Æ Oo 

qui est absurde , et annonce déjà que le cas de n——1 
se soustrayant seul au résultat général à toutes les 


autres. valeurs de %, l'intégrale de ps doit être une 


quantité transcendante ; c’est ce qu’on vérifie bien vite 
par le moyen de l'équation (10) [art 11 |, et qui nous 
donne tout de suite, en mettant x à la place de y, 


Li — x + const..,..(183). 


d : Fan 
206. La formule est la seule fonction différen-- 


tielle algébrique monome dont l'intégrale est immé- 
diatement donnée par les transcendantes. Mais nous 
avons les équations (19)..... (25) [art. 16]}-qui nous 
donnent immédiatement les intégrales de sept fonctions 
différentielles algébriques ayant lettrs dénominateuxs 
binomes en quantités transcendantes , et ces intégrales 
nous devant*être fort utiles dans la suite, nous allons 
les considérer dans leur plus grand état de généralité. 


dx 
1°. Soit proposé d'intégrer ———. Ecrivant cette 


Va —bix: ire 


a SAEAAS 
formule ainsi qu'il suit - r —— , et faisant 
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bx 
=) la formule (19) nous donne tout de suite 


ns NET" = arc (sin = re = + const. (134). 


+ 


Si la proposée était négative , il est clair que son inté- 
grale serait 


: arc (cos —= =) [ équat. (20), art. 16]. 


dx 
2°, Passons à l'intégration! de... 15% .:(aY 
ë a+ b?x° (a} 


Ecrivant cette fonction différentielle ainsi qu'il 


dx 


: bx 
suit , et faisant y — la for- 


are) 


mule (2x) [ art. 16 | nous donne 

dx "7 
= y arc (me= =) + const.....(135). 
Si la formule différentielle (a) était négative, l'équa- 


tion (22) nous fait voir qu'alors l'intégrale demandée 
serait 


1 ) 
arc {| COt = — const. 
ab ( a FE 
3°. Soit | d'intégrer a (è} 
« YOIT ENCOrE PLOPOSE Q INLELT PR por pue es eme nme Po NN US Hi 
PAR 5 x V'ax°-b? 


Maultipliant haut et bas par + pr NOUS avons 
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donc faisant y =T , la formule (23) [ art. 16 ] nous 


donne 
dx 1 ax 
7" arc | sc—— const. ..(136). 
LE “ (se r)+ ( o) 
Si la proposée (b) était négative, son intégrale serait 
zarc (coséc =) [équat. 24 , art. 16 |. 


4. Soit enfin cherchée l'intégrale de 


dx 
d'art ... (c). 
AX — x 
it 
d.—4 
es Are a 
Divisant haut et bas par à, il vient — 5 
| + a 
a a* 
2 2 ; 
et faisant y — es la formule (25) L'art. 16 donne 


% ” 
f: TRES _— 5 — arc (sinver =?) + const. .….(:37). 


207. Outre les formules différentielles à dénomina- 
teur binome dont nous venons de parler, et qui ont 
leurs intégrales immédiatement donnéés par des arcs 
de cercle, en voici une autre de forme semblable aux 
précédentes, mais dont l'intégrale est immédiatement 
donnée par les logarithmes. Cette formule est 


dx : 
Gore)? 


, 1 
en effet, l’écrivant sous la forme ae LA Sage 
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. ÿ 1 b2 1 . L2 LA 
et faisant pour abréger, c = — , tout se réduit à inté- 
a 


dx s pa 
grer la formule ———— Pour y parvenir, soit fait 
gear 


ax + Vans yet 
et différentions cette dernière équation, ce qui donne 
dx de PRET cr Hz] dy. 
AVES 0) AU 


Or, divisant cette équation différentielle par son in- 
tégrale (d) , intégrant et. remettant pour y sa valeur 


Eéq. (d) |, il vient 


De IT x + (x ÆE oc) ]+ const...(138). 


1 


b? 
Mais c — — ; donc le second membre de l'équation 
a 


précédente est 

l(ax + V'ax & b) — à au const. 
Ainsi rétablissant le dénominateur & , et faisant atten- 
tion que — : —-const. est une quantité constante qu'on 
représente par le seul indice const. des constantes 


indéterminées qu’on ajoute aux intégrales, où aura 


dx îi 
——_————— —" /[ax+V/ (ax +b?)|+const...(130). 
Fan te vers) (139) 
208. Nous sommes maintenant en état d'intégrer 
immédiatement toutes les formules différentielles qui 
pourront se développer en une suite de termes diffe- 
rentiels de la forme de ceux que nous avons considérés 
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dans les trois articles précédens. En effet 


d{fx IT + ts —= dfx + df'x + df'x...(ert. 9) 
— pxdx + g'xdx + q'xdx..., 


et intégrant , il vient 


f(exdx du g'xdx + @"xdx....) 
—=/f(d.fx + d.ffx+d.f'x...)=fx + fx +f'x.…. 


Mais fx = fd.fr = foxdx (art. 202). 


De même Ù 
fa=fd.fx = fr xdx, FT TA — fp'xdx. y 


Donc observant que malgré que chaque intégrale 
Joxdx , fg xdx.... considérée particulièrement com- 
porte une constante, la réunion de toutes ces çons- 
tantes peut être considérée comme n’en formant qu'une 
seule représentée à l'ordinaire par const, on aura 


SCoxdx + g’xdx + g"xdz....) 
= foxdx + fo xdx + fo xdx + const.......(140}). 


Donc pour intégrer un polynome différentiel , on in- 
tégrera séparément chaque terme, on’écrira à la suite 
les unes des autres ces intégrales avec les signes qui 
leur sont particuliers ; enfin on ajoutera une constante 
indéterminée, que l’on déterminera ensuite d’après les 
conditions de la question qui a douné lieu à ces calculs. 


209. Cette dernière règle, et ce que nous avons dit 
précédemment sur l'intégration des fonctions différen- 
tielles monomes älgébriques, donne nn moyen assez 
simple pour développer en une suite indéfinie de termes 
algébriques , les quantités transcendantes. En voici quel- 
ques exemples. 
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1%. Soit x—œ1+7y, doù dx=dy; 


divisant cette dernière équation par la première, On à 


A LS ARE ï 
AN Ep D 0 D EE 


et intégrant , il vient 


2 4 
Ix—lQG+y)=7y —L+r + etc. + const. 


Mais lorsque Y=0 d'où æ —1, on a le premier 
membre et toute la série du second qui s ’évanouissent ; 
donc const = o ; et mettant à la place de y sa valeur 
ZT 1,0n a complètement 


(EN, 


2 


 etc., 


lr= x 1 — 
2 


comme on l’a déjà trouvé en algèbre. 


2°. Soit encore considérée l'équation 
dx 
arc (tan =xr) = f —— const 
Ganges) = [+ 
= fdx — fx°dx + fatdx — fxidx + etc. + const 

3 7 

æ ü ve 

Le met ——— — + etc. 
3 bi T ] 
sans Constante , car lorsque x = 0, on a 


arc ( tang = x) =0o. 


3°. Nous ayons 
arc (cos = x) = [== Léqg. (20), art. 161, 
V1 — x° 


et développant la quantité’ différentielle sous le signe 
d'intégration , il vient 
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| 2d 4dx 
arc (cos x) =— fdr— rs ia 
S 2 2j, 2 
F,5.dr à 
- f DE NACRE etc. + const. 


Enfin effectuant les intégrations, on a 


et ) x 3x° 5,bx’ 
COST D PRE T7 
À 2.9 2.92.5 PONT 


—etc+-const. 


7 
Or, lorsque x—0o, on a arc (cos=0)—>, en 


représentant par 7 la demi-circonférence du cercle 
, LP 4 F 
dont le rayon est l’unité ; donc cost = :, etpar con- 


LA \ 
séquent on a complètement 


7 XÈ 3x° 0.5x7 
arc(cos—r)— DU 9 La 24.0 02, 31 67 


comme on le trouve par la simple trigonométrie , mais 
beaucoup plus péniblement. 


Les intégrations par des séries indéfinies sont non- 
seulement utiles dans les développemens de l'espèce de 
ceux dont nous venons de parler , mais encore, comme 
nous le verrons au chapitre IV, dans les intégrations 
par approximation des quantités différentielles dont on 
ne peut avoir les intégrales exactes. 

210. On comprend généralement sous le nom de 
différentielles binomes, celles de la forme 


æ"dx (a+ bx"}r.....(141), 
dans laquelle on peut toujours considérer m et n comme 
représentant des nombres entiers, car si par exemple 
on avait * 
k 


a dx (a+ Bari} x. (o)}, 
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| T 
on n'aurait qu'à faire z = a+), d'où 


€ 
dx = (c+e)(i+R)20+9C HT idz, are 2° GK) 
h 


itk ——" ,h(cHe). 
et Dos } Le 


donc , faisant pour abréger, g—=(c+e)(i+k), 
n—(i+k) (oc+té)—1 et m—h(c+e), la 
formule (a) se réduit à celle. gz"dz (a + bz"}P, dans 
laquelle 7 et m sont évidemment des nombres entiers, 
et qui est de la même forme que la fonction différen- 
tielle (141), abstraction faite du nouveau facteur 
constant q qui n’eftre pour rien dans l'intégration. 


On peut de même toujours considérer l’exposant m 
omme positif, car si on avait, par exemple, 


idea bart)hse, (b), 


on n'aurait qu'à faire x = 2". d'où dr——2""dz, 
et x77 — 21; ainsi la formule (b) deyiendrait 


— 27%2dz (a+ dbz}, 


-ce qui est une différentielle binome dans laquelle l’ex= 
posant de la variable sous le lien de la puissance p du 
. binome, est un nombre entier et positif. 


211. Cela posé, je dis que la différentielle binome 
(141) est immédiatement intégrable dans les quatre 
cas suivans. ER 


Premier cas. Si p est un nombre entier et positif, 
puisqu'alors le développement de la proposée donne 
une suite de monomes différentiels algébriques (art. 204 
et 208). On remarquera que dans ce même cas, l’inté- 
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grale est algébrique si l’exposant n de la variable en 
dehors du binome est positif, ou si étant négatif, il 
est mp + 1; ou du moins. différent de l’un des 
terms de la progression par différence = m.2m. PR» 
augmenté de l'unité , mais dans le cas contraire, 
l'intégrale sera transcendante par les logarithmes , puis- 
qu’alors il y aura nécessairement dans le développe- 

Adx 


dont l'intégrale 


ment , un terme de la forme _ 
est Alx (art. 209). ÿ 


212. Second cas. La formule (141) sera encore in- 
tégrable , si m—n+-1; car alors faisant a+ bx"ti= y, 
ce qui donne 


# dy M f—— nt SC à 
HÉR perd ets æ (= ZT Jr > 


et substituant ces valeurs dans la formule (141), elle 
se réduira à celle 


® e + © o «+ 


P+t 


BOB) (PERL 


ROM . 
Tb(nt1) +) Pre 42). 


dont l'intégrale est ; donc 


fr'dx(a+ bat y 


Cette intégrale est algébrique tant que la valeur de p 
est différente de — 1; mais si p——1, alots l'in- 
tégrale est transcendante, puisqu’alors on a 


PRES ra a SN in à 
b(n+1) b(n+i)? 
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et par conséquent 
x'dx __ (a+ bxñtt) 


AR AGE) NS RO JB 


EXEMPLES Î. Jntégrer xdx V/d + ox5, 
Comparant cette formule avec la générale (141),ona 


AUS NE 0e UE O SD 


donc à cause que la condition m = n + 1 est satisfaite, 
et que p est différent de — 1 , la fôrmule (142) nous 
donnera tout de suite 


BREL AE 3 
fxdx VF + 22 —+(q + 2x)". 
ET AU TE 
aï. Intégrer 7 + 3x 
Ici nous avons 
menti. Hi) pm 
donc nous servant de la formule (145), nous aurons 


À 
l'intégrale demandée — Fine 


213. Troisième cas. Si n est positif et 7 + 1 multiple 
de mn (*), la formule (141) ‘sera immédiatement inté- 
grable ; car soit fait 


1 \ (com A À 
a+ bx"=—y, d'où xm —Ÿ , 


b 


1 


Lee IE), dx =——. (y—a ) " dy : 
M DEA 


(*) Ilne faut pas oublier que nous avons dit plus haut (art.a10) 
que 7» pouvait toujours être considérée comme représentant un 
mombie entier et positif, 

Or, 
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dénc la transformée de la proposée est 


nt 


_ ] + 
D ACAG RER SRE 


mm AX pat) 


Or, cette transformée est immédiatement intégrable , 
puisque par hypothèse l'exposant du binome est un 
nombre entier et positif (art. 211); donc aussi la pro- 
posée est immédiatement intégrable. 


REMARQUE. Il est aisé de voir que le second cas 
(art. 219) n’est qu'un cas particulier de celui que nous 
venons de discuter dans cet article, puisque si n+1—m, 
m1 

m 


on a 


— au nombre entier et positif 1 ; d’ailleurs 


dans ce dernier cas , la formule (144) se réduit à celle 
(a) de l’art, 212. Mais nous avons distingué les deux 
cas discutés ad ticles 512 et 213, païce que pour 
le premier , on a immédiatement la formule intégrale 
(142) ou (143), au lieu que pour le second, quiest le 
cas général, on n'a que la transformée de la formule 
différentielle pe 


ERP Ma Er 
EXEMPLES I. Jniégrer x°dx Vh +x, 
Comparant cette formule avec celle (141) , On 


94 GR DEA, (MR 0) D 


un 


ot ———92; donc se servant de la formule (144), 
on a Le transformée de la proposée, la fonction difFé- 
LI 


| 3 is 
rentielle }-® O0) dont l'intégrale est 


L 
y 3 hy° iL const ; 
19 
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et substituant à la place de y sa valeur kx°, ona, 
| toutes ro faites, 


fx°dx Gi +2) = $ (ax 5h) VC ii 0 Hu const: 
Il. Intégrer x'dx (h + qx)T#. 
Nous avons ici 


n=5; ah, D mi et p=-—4; 


or se == 6 ; donc la transformée [ form. (144)] de 


19 


la proposée est 


Gén rap La She 


gy! 


10h°dy 
Y° 


intégrant et substituant la valeur de y É#&A+qx), on a 


LES ne (h+qgx)"-5h(h4-gx)+1ohl(h+qx) 


10h 5h h5 
TT EETUE TETE MS 


1 
214. Quatrième cas. Enfin lorsque HLETRP ESS est 
— M 
un nombre entierset positif, la proposée (141) est 
immédiatement intégrable; car si on multiplie et di- 
vise en même temps la formule (141) par x, on 
a celle | 
‘a"tmPde (b + ax")... (145) 
qui, d’après l’hypothèse actuelle , se trouVe dans le 
troisième cas (art. 213). 
EXEMPLE. {ntégrer x7°dx (a— x°)"?. 
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Nous avons n=—5, M—=2,p—=—2, a =, 
et b——1; donc 


n—+mp+1. —35—4+ 15 
mm — 2 dir 
ce qui est le quatrième cas d'intégration immédiate. 
Ainsi faisant les substitutions convenables dans la for: 
mule (145), nous aurons celle 


xT/dx (x? 1), 


dont la transformée [ form. (144)] est 
…. dy (y+1} 'eoyas:d ody , dy” , 
RNA D mere nee ie nu 


intégrant et substituant dans l'intégrale la valeur dè 


a — r : + 
Le ce ” , on a, toutes réductions faites, 


are ? (2x? — «) 
les e5 ts Lee + se 
— l(a+z)—1 rate const. 


315. Puisque 


Étea id tr) a ER + const. /.,..(a); 


À Pp+1 
il est évident que si l’on a 
D(px)— (0x) dr... (6 
124 d(ox) 
d cs 
où g dE vrû (146), 


V équation (a) deviendra 


[(@'x) dx (ox) — Res const....(1 D 
q(p+1) (47) 


Mais d’ sie l'équation (b) ,il est clair que la première 
19:: 
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condition pour que l'intégrale de (gx) dx (@x}? soit 
immédiatement donnée par l'équation (147), est que le 
facteur gx en dehors du lien de la puissance p soit 
d’un degré moindre d'une unité que celui gx engagé 
sous cette puissance, et qu’il soit composé d’autant de 
termes qu’il y en a de variables dans cette dernière 
Formule ox. 


La seconde condition d'intégrabilité immédiate est , 
d’après l'équation (146) , que le rapport de la différen- 
tieile d (gx) du polynome engagé sous le lien de la puis- 
sance p au facteur différentiel (gx) dx hors du lien de 
cette puissance , soit une constante g, laquelle est don- 
pée par l'équation (146). 


Si la formule différentielle proposée ne satisfait qu'à 
Ja première condition , alors on n'aura pas immédiate- 
ment son intégrale. Mais on pourra souvent décompo- 
ser la formule proposée en deux parties, dont l’une 
s'intégrera immédiatement , et dont l’autre #estera à 
intégrer : de manière que l'intégration proposée dépen- 
dra d’une autre intégration qui, quelquefois , peut se 
trouver immédiatement. Pour parvenir à cette décom- 
position, on cherchera dans l'équation provenant, de 
l'application de celle (146), quelle serait la valeur'que 
devrait avoir quelqu'une des constantes de @'x sans 


Li vd(ex) SET LL 
aitèrer MR pour que q fût une quantité constante 5 
alors mettant pour cette constante la valeur en question : 
on aura d'abord une intégrale immédiate ; mais comme 
on a altéré la fraction différentielle proposée , l’on 
neutralisera cette opération par une contre-opération 
qui donnera lieu à une nouvelle intégration à opérer, 
et dont conséquemment dépendra celle de la formule 


différentielle proposée. 


L 0 


D'UNE SEULE VARIABLE. 298 


ù 7 
EXEMPLES I. Zntéorer (a +x) dx (b + oax + x°)5, 


On voit tout de suite que la première condition est 
satisfaite, puisque le facteur extérieur a + x se com- 
pose d'autant de termes qu'il y en a de variables dans 
le facteur irrationnel, et que le polynome sous le lien 
de la puissance 7 étant du second degré, le rationnel 
n'est que du premier degré. La seconde condition est 
pareïllement satisfaite , car J'epphsston de l'équation 
(146) nous donne: 
d((b+oax +x) U 


2 


(ai) de) eur 


à: 


q —= 


donc l'équation (147) nous donnera immédiatement 


F2 
3 


f(a+-x) dx (b4oax+x ÿ$ — = const. 


\ 


Il. Intégrer (b + 2 dx (2x + xx}°. 


IS 


Il est évident que cette formule satisfait à la pre 
mière condition ; mais l'application de l'équation (146) 
2(1+x) 

b+x 
riable si b est différent de l’unité, la formule proposée 
n'est pas immédiatement intégrable pour toute valeur. 


= 


a Or, je remarque que si db était —1, la 


donne q — ; ainsi q étant une quantité ya- 


formule proposée se réduirait à celle 


(Gi + zx) DCR ES 


qui est immédiatement intégrable , puisqu'on a alors 
G—=2, mais qui diffère de la vraie proposée en 
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« LA hs 
ce qu'on à ajouté à celle-ci dx (ax + xx )* et re 


7 
tranché bdx (2x + xx)° ; donc par une contre-opé- 
ration, neutralisant l'opération précédente, on aura 


(b+æ) de (2x + æx ÿ 
«= (1+x) de (oser) + (b—1)dx (2x +axx) ; 
et intégrant , il viendra 
AE dx (ox +2) 
5 (24e) EAST fdx (@x+xr) —+ const. 


SEA 


216. Quelquefois les fonctions différentielles qu'on 
veut intégrer, paraissent au premier aspect se refuser 
aux méthodes que nous avons enseignées dans ce cha- 
pitre, et cependant peuvent s'y ramener par le moyen de 
quelques opérations qui réduisent les fonctions diffé- 
rentielles proposées aux mêmes formes que celles que 
nous avons considérées précédemment , lesquelles 
donnent lieu à des intégrations immédiates, 


Par exemple, soit d’abord la formule 


bico 


xdx (2ax — xx) 


qui parait n'être dans aucun des cas d'intégration im 
_médiate mentionnés aux articles 211....214, ni avoir 
les conditions requises à l’article 215. Cependant si 
nous divisons le numérateur et le dénominateur par 


o 
à 


æ*, nous aurons la formule 


Lots 


sa 


& Fac Cha SOS 
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# 


qui est dans le cas de l'article 214, et qui, conséquem- 
ment est immédiatement intégrable. 


On trouve , en faisant le calcul, 


ve 


Ve 


fædzx (2ax — xx)” + const. 


1e V'2ax — xx 


Soit en second lieu la formule 


= 


(ax5 — xt) dx (ax — 5 xt) 
qui ne paraît se rapporter à aucun des cas us 
nés précédemment ; cependant elle s’y ramène en 
multipliant les deux facteurs de la proposée par x ; 
car alors on a 


m1 


(axf— 25) dx (axS— 5x6) *. 
Or, cette formule a la première condition exigée à 
l'art. 215; et de plus, l’application de l'équation (146) 
donne g=—5 ; donc [équat. (147) | 


f{axt= 25) dr (ax —5 56) à, ou 


A Fe 
[(ax—xt) dx (ax— 5x) *—24/(ax$— $ 6) const. 


217. Lorsqu'on s’est assuré que la fonction diffé 
rentielle algébriquetbinome (141) n'est dans aucun des, 
cas d'intégration immédiate exposés précédemment , 
on chan ais à l'intégrer immédiatement en ramenant son 
intégration à celle de quelque fonction différentielle 
que l’on sait déjà intégrer , ce qui s’opère par le moyen 
des intégrations réciproques dont nous feronsun grand 
usage par la suite, et dont la définition fera le sujet de 
cet article. 


En différentiant la formule Fxfr, on a 


d.Fxfx = Fad.fx + fad.Fx — dxdx + exdr : 
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et par conséquent 


Fafi = foxdx + fexdx + const. ....(a); 


d'où nous conclurons qu'on peut réciproquement faire 
dépendre l'intégration de chacune des fonctions diffé- 
rentielles dxdx, pidx de l'autre. Ainsi, en supposant 
que l’on veuille faire dépendre l'intégration de la pre- 
mière de ces fonctions différentielles d’une autre fonc- 
tion différentielle gxdx plus simple que la première, 
mais encore indéterminée , on prendra x avec un 
ombre convenable d’exposans constans indéterminés 
qui remplacent les exposans déterminés qui y étaient 
déjà ; et différentiant ‘cette formule ; on disposera des 
constantes indéterminées , de manière que celui des 
termes de la différentielle résultante qui aura les plus 
grands expOsans , soit identique avec la fonction diffé 
rentielle proposée &xrdzx. Par ce moyen-là , l'intégrale 
de ce dernier terme différentiel dépendra de l’intégra- 
tion de la quantité différentielle gxdz actuellement 
déterminée , et plus simple que celle RE qu'on veut 
intégrer , Ctonaura 


| foxdx — Fxfx — fexdx + const.....(148). 


Nous allons faire dans l’article suivant une applica- 
tion très-utile de cette méthode. 


218. Revenant à la fonction différentielle binome 
x'dx (a + bx"}P que nous supposons n'être dans 
aucun des cas d'intégration immédiate , et cherchant à 
faire dépendre l'intégration de cette formule de celle 
d'üne formule plus simple , nous commencerons par 


= ; 4 œ LR È 
différentier la fonction algébrique x (a+ bx ) qui 
a la même forme que lé Facteur de dx dans la pro- 
posée , mais dans laquelle w et'A sont des quantités 
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indéterminées ; nous aurons donc 


dx (a + bx” ÿ 2. de ue (ab be") 
+ mhz "dx (a+ ba") RU Po Le à P 
Mais « 


ox ‘dx(a+bx") 07 dr(a+bx ) (a+bx”) 


@—I | HN I @-+-71— I TN, À] 
asx  dx(a+bx )  <+box 


dx(a+bx ) , 


ce qui change l'équation (a) en celle 


d.x (a+bx ) —avux  dr(a+bx ) 
Lé(mte)z 7 dr(atbx ) ......(b) 
Or , l'exposant de æ dans le dernier terme de cette 
équation étant plus grand que celui de x dans le terme, 
précédent , faisons & Æm—1i—=netAa—1=p,doù 
on Him et A —=p +1. Substituant ces valeurs 
dans l'équation (b), isolant le dernier terme, divisant 
toute l’ équation par b (nP + n+4"1); enfin Lt os 
on à | 

fx"dx (a + bx")P | 
LE ae (a+ 62m) ont mm) f xt rdx(a paye 
b(mp+n+i1) 


. + const........(149), 
Mettant successivement dans cette dernière équation 
à la place de n les quantités ñn—m,n—om...... 


n—1m, 1 représentant un nombre entier et positif, 
on aura de formule 


l 
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aiti-m [a] 
b(i+n+mp) 
a(n+i: —m) [9] [2] __ a(n+i— sm)[3] 
Tin Em(pi))  ba"(i EnEm(p—2)) 

_ a(n-+1—8m) LAS. a G+i-(—1)m)l] 
bx"(i+n--m(p-3)) " bx"[ibn+m(p-(1-1))] | 
Vi GHi-m)(nt+1-2m).. . (+3 —1im) fe | | 

DIN 


D QG+n+mp)(+n+m(p-1)).….{[1+n+m(p-(1- 


Sfar Mdr (a L br AE const... HTML (150), 


dans laquelle les indices [1], [2}....[:] marquent 
que les termes qu'ils affectent doivent être multipliés 
par tous ceux d’un indice inférieur. Par exemple , le 
terme où est l'indice [2] doit être multiplié par celui 
où est l'indice [1]; le terme où est l’indice [3] doit 
être multiplié par les deux termes respectivement 
affectés des indices [1] et [21 , et ainsi de suite. 


fz"dx (a+ bxr} = (a + bx”" ÿ+ 


Des deux signes # qui précèdent le dernier terme , le 
supérieur est pour le cas dè : nombre pair , et l'inférieur 
est pour le cas contraire. 


Il est clair que si n + 1 est multiple de m, le 
coefficient du dernier terme de l'équation (150) aura 
un facteur nul; donc le terme intégral s’évanouira , et 
on aura alors l’intégrale immédiate et algébrique de la 
proposée, ce qui est conforme à ce que nous avons dit 
à l’article 213. Nous remarquerons seulement que dans 
ce même cas , qui est le troisième que nous avons exa- 
miné , la formule (150) donne tout de suite l’intégrale 
sans recourir à la transformée (144). Le lecteur pourra 
faire l'application de la formule (oo aux deux exem- 
ples de l’article 213. 


219. Par le moyen de notre formule (150), il est 
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elair qu'on pourra toujours ramener l'intégration du 
binome différentiel x"dx (a<+ bx"} à celle d’un 
autre binome différentiel x'dx (a<-bx"}P dont on 
connaît l'intégrale , ou qui du moins est dans l’un des 
ças d'intégration immédiate (art. 211...9214), toutesles 
fois qu’on auran >ret n —r multiple de m, puisqu’a- 


a] 


) 4 
lors faisant n — im = r, d'où i— 


—7T 

, On aura z en 
m 
nombre entier et positif. 


220. Donc, 1°. représentant par q un nombre entier 
HMdr 
et positif, la PNA — pourra toujours s'in= 
a — x* 
tégrer par les arcs de cercle , puisqu'on pourra toujours 


ramener l'intégration de la proposée à celle de la 


| . dx | ne 
formule ———, dont nous sayons que l'intégrale 
(1e T° 


est arc (sin — =) [ équat. (134), art. 206]. En effet, 


on a dans ce cas-ci n—92q,m—2,r—0;donc 


Ar a he LÀ 
1 ee = =T— au nombre entier et positif q- 
Substituant dans l'équation (150) les valeurs précédentes 
de m et de ke et outre cela celles de a—a*, b = —1, 
et p——;}, on a l’équation 


fi Va— R [EC conte 


2q 2(g—1) x 
(29—3)&[51, (2qg—5) a [4] Su” [g] 


( 
2 (q —2) x° ai 2 (q—3)2*. FRÈRE or? 


SR aarc (sin =? )+const…. (1 Di} 


= 


+ 
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dans laquelle les indices [1], [2]....[q] remplissent 
les mêmes fonctions que dans l’équation (150). 


291. 2°. Nous conclurons encore de ce qui a été 
dit à l’article 219, que q représentant comme précé- 
demment, un nombre entier et positif, il sera toujours 


: VEN x°1ax 
possible d'intégrer la formule ———— ; car on pourra 
| d+x 
à ARE à UNS dx 
toujours ramener son intégration à celle de Ête 
+ x 


à e r 1 TL 
dont nous savons que l'intégrale est — arc (tan = =) 
a 


Léquat. (135), art. 206]. En effet, comparant cette der- 
nière formule différentielle avec celle x'dx (a+ bx"}, 
et la proposée avec la formule x'dx (a+-bx"}, on a 
== 0) Hg ae lib = SR RD, 
ce qui donne : — au nombre entier et positif g, seule 
condition exigée à l'article 219. 


Substituant les valeurs précédentes dans l'équation 
(150), etefFectuantles multiplications indiquées par les 
indices [1] ,[2]....,on a, toutes réductions faites, 


x dx ; [ 1 a 
en DUR Ne couttge de RCE 
a? + x° 2q — 1 (2q —3) x° 
af a$ gt 
eu Fr ar ne NÉ VE "YPERERET ENT À FE; . + « re = | 
(2953 Te (29 —7)x x 


æ e 
ER Tiare (tan — =) + const....,..(152), 


“ 


les signes supérieurs dans le cas où q est un nombre 
pair, les inférieurs dans le cas contraire. 


229. Quoique la formule | 


bd ( GE Pa) Er, LR 


12 
2 


J 


L : Y À 

D'UNE SEULE VARIABLE. _ 804 
ans laquelle nous supposons que q est un nombre en- 
tier et positif, soit dans le troisième cas d'intégratio® 
immédiate, et par conséquent intégrable par la mé 
thode enseignée à l’article 213; cependant il est plus 
commode de se servir de la formule (150) pour inté- 
grer la proposée (a), puisque nous allons déduire de cette 
formule (150), l'intégrale générale de la fonction diffé- 
rentielle (a), au lieu que la méthode de l’article 213 
ne donnerait que la transformée de cette dernière fonc- 


tion [ form. (144) |. 


À fr d 2q+1 . 
Soit y—= bx, d'où dx = _. CDN LE , done 


toute la question se réduit à intégrer 


Or , remarquons que l'intégration de cette différen- 
tielle peut se ramener à celle de 


Jdy : 
Deep) 0) 


1 
dont l'intégrale est + (a° +y°)° (second cas, art. 219), 
puisque comparant le facteur variable de la formule (b} 
avec la formule générale (141), abstraction faite de la 
différence des symboles x et y de la variable , nous 
avonsn—2q—+1,a—@,b=ti,m=2,p=—z. 
De plus, la formule (c) donne r— 1; donc 


LL ml mn — q: C4 


Cela posé, mettant ces valeurs de x, a, b.... dans la 


Ü 


û »: | 
formule (150), restituant le facteur constant aGES 
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et la valeur de y — bx » On aura, toutes réductions 
faites , 
ride V(aHbx) 2 {fa Gao] 
V’ (a +bx) ES SR ETS ds 
2q—2 
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Us) dune Fe ae (nl C4 


TS GE) Ca Je ST a” }+ const...(153). 


Des doubles signes qui précèdent les termes compris 
entre les crochets, on voit évidemment que les supé- 
rieurs sont pour le cas de D? positif, et les inférieurs 
pour le cas contrairé ; mais des deux signes qui pré- 
cèdent le dernier terme qui est en dehors des crochets, 
le positif n’a lieu que dans le seul cas où b* est positif et 
que le nombre q est pair. d 

293. Il est à propos d'observer qu'outre la réduc- 
tion obtenue dans l'équation (150) de l’exposant de x 
hors du lien de la puissance p, nous pouvons encore di: 
Mminuer ce dernier exposant. En effet, 


fadx (a + ba" — afx"dx (a + bx" }Pt 
+ fe rrdx (a + bar}... (a) [*]. 
Or, mettant dans la formule (149) m+n à la place 
de n,et p—1 à la place de p, il vient 
fa"rrdx (a + bxm PTE 
na (a+ bx"}—a(n+1)/fadx (a+ bx" a: 
b(mp+n+i) 


["] Nous ne mettons pas la constante arbitraire, afin de simpli- 
fier le calcul ; c’est ce qui nous arrivera souvent , én nous réservant 
de la rétablir dans l’intégrale finale, entièrement ou en partie exécu- 
4ée, qui sera le résultat de nos calculs. 
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et substituant cette valeur dans l'équation (a), il vient; 


toutes réductions faites, 
L 


fx"dx (a+ bx" ÿ — 
a" (a-Lbx") Lampfr"dx(a+-bx")rt ; 
N HPPRENT Ton const.….(154)à 
Substituant successivement à la place de p les quantités 
P—1,p—2.. .p—q, en représentant par g le plus 
grand nombre entier contenu dans p , on réduira l'in 
tégration de la formule proposée (141) à celle de 
z"dx (a + bx" 1, 
et par conséquent aussi à celle de 
2x (a + bx"}P—1 [ équat. (150)] ; 


dans laquelle im est le plus grand multiple de m con- 
tenu dans n, et p— q une fraction de l'unité ç 


Ainsi, par exemple, l'intégration de de (a +b F* à 
se réduit à celle de dx (a + ba)? Puit 


_224. Il est évident que la réduction enseignée à 
l'article 218 augmenterait l’exposant de x en dehors 
du lien de la puissance , au lieu de le diminuer si l’ex- 
posant n était négatif, et qu’il en serait de même rela- 
tivement à la réduction enseignée dans l’article précé- 
dent de l’exposant du binome, sip était une quantité 


(”) Il faut faire attention que p représente une quantité frac- 
tionnaire positive et >> 1 ; car 1°. sip était un nombre entier, la pro- 
posée s’intégrerait immédiatement ; 20. si p était négatif, il y aurait 
plus grande complication , et nous examinerons ce cas dans l’art. 250; 
3°, si p était 1, la réduction dont nous avons parlé dans cet ar- 
ticle serait inutile et même nuisible ; car elle tendrait, en rendan4 


l’exposant du binome négatif, à augmenter sa valeur. 
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négative. Il est donc nécessaire d’obvier à cet incori: 


vénient , et nous allons d'abord nous occuper du cas où 
n'est négatif. 


KRepreuant l'équation (149) Cart. 218 | et y mettant 
n-}+ m à la place de 7, on a l'équation 


| fartrdx (a+ bx"}r 
nn BECp+1) mnt] ? 


dans laquelle prenant la valeur du dernier terme inté- 
. gral, et rendant n négatif , il vient 


fx "dx (a+ bx" 
LT (a+ bar) DT (p+i)m-n411 far" dr (at-bx")? 
FRS ANR e ER a TEL 


Substituant successivement —7—#m ,—n-om,...... 
—n+4-1m à la place de —n, ilest évident qu'on aura une 
suite d'équations semblables à celle (155), .et remon- 
tant par des substitutions ascendantes de la dernière 
équation à la première, il viendra pour la valeur de 
fx "dx (a + bx"}, une suite de termes variables, 
dont le dernier sera affecté du facteur intégral 
fx "Var (a + bx"}, d'où dépendra l'intégration 
demandée. Donc on pourra toujours ramener l’intégra- 
tion de la formule proposée à celle de x7"dx(a+-bx"}, 
tant que #7. — r sera multiple de m7; même condition 
que celle de l’article 219. 


Sy a Ne À 


295. Si nous faisons dans la formule (155) n = 2q ; 
m —=2 etp ——+, il est évident que le dernier terme 
intégral s’évanouira , puisqu'il sera affecté d’une suite 
de facteurs tels que q — 1, q —2...., parmi lesquels 
il y en aura un qui sera —o , puisque par hypothèse, 

4 
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q est un nombre entier et positif. Ainsi la formule 
| Len à 2 

TE" ° .… .(a) 

V/a + bp? x 
s'intègre immédiatement , ce qui au reste est évident 
de soi-même, puisque cette formule est dans le qua- 
trième cas d'intégration immédiate (art. 214). En effec- 
tuant les calculs indiqués par l’équation (155) et ce qui 


est dit à la suite dans l’article précédent, on a, toutes 
réductions faites , l'équation générale 


dx Vas 2.4.6...2(q-1) NT À 
D D 9.9:7..-2q-1 =) V’a +b?x 


{ k ee 1[1]__3a{2] _ Sa [3] __(29-3)eq-1] 
ALT 6 + 4x EN a Gba + 2 (q—1) b?x? 


+ — 


dans laquelle les signes supérieurs sont pour le cas de 
b? positif, et les inférieurs pour le cas contraire. 


Quant aux indices [11], [2]...., ils remplissent les 
mêmes fonctions que les analogues de la formule (150). 
226. Cependant l’intégrale donnée par l'équation 
(155) est fausse lorsque n — 1, puisqu’alors le déno- 


minateur du second membre die —= ©. Cherchons donc | 
un autre moyen pour intégrer 


xx (a EH bar). 5..,(@ F 
Afin d'y DA , faisons a+ br" = y", d'où x = 


= + const....(156), 


dx 


@ Ge, donc 
vèe. 
He re 1 a) 5 
“A 


Tim 
ne 
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et z7'dr (a+ bx"} = pr idy (y a)... (b): 
Or ,cette dernière formule différentielle rentre dans le 

cas général traité à l’article 218, et pourra se ramener 

mp+m—1—r 


à l'intégration de y'dy (y"—a)"1, si 
est un nombre entier et positif (art. 219 ). 


Supposons a—œ1,b—=—1,m=2etp——t£}, 
dx 


xV1i—x 


ce qui réduit la formule (a) à celle 


, et 


sa transformée (b) à la fraction 


DR A PORC sl d'y en 
PTE G+9) QG)  2G+y) 2G—y)° 
dont l'intégrale-est : 


» 1 hs L ur, 28 1—Y 
PORT EE A ; 


et mettant à la place de y sa valeur V'1i—x ,ona 


dx AU V Mage 2 
a de fa crade 
{= V/1—7° x const... -.(157). 


227. Il est clair que l'intégration de la formule 


dx : 
» OU, ce qui est la même chose, de 
mo Ve | 
dx 


(*) , dépend de celle (157), puisqu'elle 


ati W/i—x 


PER. TE b2 : db 
(*) En effet, V'a2—brrt | 1—— 2°, et faisant y =; 


, 2qg+1 2q+1 
d'où r=$yrdr= dy, at (7) Y » On AUrA 


dx DOTE dy 
gts Vai-bre T.atits its Vi-y* 


D'UNÉ SEULE VARIABLE) 307 


dépend de l'intégration de x7#7'#idr (1x) * 
(art. 224) , et que g étant un nombre entier et po- 
sitif, de même que z qui croit comme la suite natu- 
relle des nombres 1,2, 3.....; il viendra après un 
nombre q de substitutions successives (art. 224) ,1—3q, 
ce qui réduira la formule différentielle précédente à 
celle dont l'intégrale est donnée par l'équation (157). 
Faisant les calculs FR à l’article 224, et mettant 


à la place de eee HER sa valeur [éq. (157)], on a 
1—x 
dx Vi ef ARE ae {1] 


Sa Vase 24%" 2(q—1) 


_C29—3) x" [2] 8x” [g—it 
-  a(a el. LR HI | 
+ Er à tes PA 


Z 


228. De même l'intégration de x—°%dx (a°+-b?x°)", 
ou , Ce qui revient au même; de x7*#%dx (1+-x°)7: (©, 


dépend de celle de dont l'intégrale est 


dx 
L 1 + x 
arc (tang = x ): car on peut toujours faire dépendre 
l'intégration demandée de celle de 


xT#4+täidx (1 Hx?)7t,....(a) (art. 224) : 
or , g étant toujours supposé un nombre entier et 
positif, et Z croissant comme là suite naturelle des 
nombres 1 ,2,3....,il est clair qu'après un nombre 
g de substitutions indiquées à l’article 224, la quantité 


différentielle (a) se réduira à celle de dt (1 + x°) TE. 


(*) Ce qui se démontre par un raisonfement analogue à celui 
“du renvoi de l’article précédent. 


20; 
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Ces différens calculs donnent généralement 


dx 1 x? xé 
nt D —— —(2 —1) re 
pe (1 +) qu G 2q—1 He ages 


+4 | + arc (tang=x) + const......(159), 


les signes supérieurs si g est un nombre pair, les infé- 
rieurs dans le cas contraire. 

299. Enfin} intégration de x7C##)dx (a+btx°)t, 
ou , ce qui revient au même, de 27 65+9dx (1 1x), 
dépen die de l'integration de LANTA (LT ) 7 
dépendra, après un nombre q ge substitutions, de l'in 


tégration de la formule qui est dans le 


HET X° ) 


quatrième cas de DATE PA immédiate (art.214), 


et dont l'intégrale est / ——=—, Faisant les calculs 


en 


indiqués à l’article 224 et nous sHvas de la formule 
(155) du même article , nous trouvons 


dx ul QE 1 x x 
J LC) ob 24 FE 2(q—1)  2(q—2) 
æx2(—1) ; TX 
ut |] — © “HLoonst.......(160), 
MERE ] a+ RME fee 


les signes supérieurs si g est un nombre pair, les in- 
férieurs dans le cas contraire. 


230. La réduction de l'intégration de la formule 
x"dx (a+ bx" }P, dans laquelle p représente un nombre 
fractionnaire >> 1 , à celle de x"dx (a+ bx"}"1, gre- 
présentant le plus grand nombre entier contenu dans p 
(art. 223), augmenterait l’exposant de la différentielle 
à l'intégration de laquellé on rapporte celle de la pro- 
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posée, si p était négatif, ainsi que nous l'avons déjà re- 
marqué à l'article 224 ; mais il est aisé d’obvier à cet 
inconvénient. En effet, d'après la réduction enseignée 
à l’article 223, on peut toujours parvenir à l’équation 


fr'dx (a+ ba} = X + + fardx(a+bx”)}rs... (a) : 


en représentant par X une suite de termes variables 
qui ne sont pas affectés du signe d'intégration , et par 


= un coefhicient constant. Mettant dans cette equa- 


tion (a) p + q à la place de p, et prenant ensuite la 
valeur du dernier terme intégral, on a 


fr'dx (a+ bx}p = — A'X"+ Afadx (a+ bx #1, 
et rendant p négatif, il vient enfin 
fadx(a+-bx")r=-A"X"-A"fandx(at-ba") 3. (à 61}, 


équation dans laquelle l’exposant du binome du der- 
nier terme intégral n'est plus qu'une fraction néga= 
tive, au lieu d’être une quantité fractionnaire > 1 et 
négative.  . CE pi 


251. D’après la réduction que nous venons d'ensei- 

gner, et celle de l’article 218 , on pourra, en repré- 
Ê k Cr pie ° 9. 

sentant par q un nombre entier et positif, réduire l'in- 

Ldæ ÿ 

Ts QU 

(a? — b?x*) s * > 


tégration de la formule ce qui 


est la même chose, de 


x“dx 
mare. (e) 


(rm LUS 
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= 1x 
En effet, la réduction de l’article précédent réduit 
x1dx 


à celle de- 


dont l'intégrale est arc (sin = x). 


l'intégration de la formule (a) à celle de HE 


(G—x)" 
et la réduction de l’article 218, réduit l'intégration de 


cette dernière formule à celle de . Mais ces 


LL 
G—x) 
deux réductions peuvent s’opérer en même temps par 
le moyen de la formule générale que nous allons dé- 
montrer , et qui, comme nous le verrons après, sert 
à intégrer beaucoup plus vîte plusieurs autres formules 
différentielles binomes, que le concours des méthodes 
enseignées aux articles 218 et 230. 


Différentiant la formule 27*(a + bx"), divi- 
sant la différentielle par x +- 1 , prenant la valeur de 
ax" dx (a+ bx")P* et intégrant, on a 


faerrdx (a+ bxm)p1 


a"i(aLbx")ÿ nn 

= REZ — un fa"dx (a+bxr)r..... (b) : 
Substituant successivement 1+-m, n—om.....n--1m 
à la place de n ,etp—1,p—2,p—3...p—1i à la 
place de p, on forme une suite d'équations sem- 
blables à celle (b), dont la valeur du dernier terme 
sera donnée par l'équation qui suit immédiatement, et 
ainsi de suite. 


On aura donc par des substitutions successives, et 
opérant d'ailleurs comme à l’article 218, l'équation 
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xd (a + ba de 
_G+n)G+n+m)...G+n+m(i—1)) 
ES (om) p (p—:1)...(p—(i—1)) 


AN MEL ENS bmpx" [2] 
x {Hey T Gnn)@a+bx") 
bm(p—1) 2" (51: _ bm(p—(i—2))x" fi 
7 Gran) Grrem(n))e#b2") 
— fx"dx (a + it M CONSE : «M in (162), 


dans laquelle à zest un nombre entier et positif. 


Des deux signes qui précèdent le second membre, 
le supérieur est pour le cas de : nombre pair, l’infé- 
rieur pour le cas contraire. 


 Appliquant maintenant cette formule à l'intégration 
de celle 
xdx Ps OR 


qui doit se réduire àl’intégration de de - il faut 
G—x} 
comparer cette dernière formule à celle x"dx(a+-bx"}, 
ce qui RU M—=2,n—=O,a—1, b=—1, 
P—=— 5%: comparant ensuite la Mimale proposée (a) 


à celle "inde (aH4-bx"})P-#, on a 
nHhim—92q, d'où :=—3q. 


Substituant ces valeurs dans l'équation (162), il 
est d’abord visible que le facteur constant en dehors 
des accolades est toujours — 1 x et il vient , toutes ré 
ductions faites, é ! 
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xdx 


x 
oe — RER TReRe. € 
ENS { arc (sin = x) VÉpae 
(Qi 
Ge x 2 
MTS ET EUX SAT : 
BG—x) GE 7) 
x?) _ 
BR a el + const... ..: (263). 
De cette dernière intégrale , on déduira sans peine celle 
LH 
e ———— , dans laquelle c représente un nombre 
24+Y 
G— x) ? je a 
ce # 2 _ 
entier et positif, puisque “RE as —c,et que 


conséquemment on peut ramener l'intégration de cette 


AU A CZ à 
dernière formule à celle de ———— (art. 219). 
2q-#1 


G—x) * 


Faisant les calculs indiqués par la formule (150), 
on a | 


+xG+c)dx TA | 1 LOTO 14 
{1 — 4) °? (i— zx) ? 
2G+Oafe] oG+0-3(51 | 29+ôle] 
MOT MNT HR: el 
(2(q+-c)—1) (2940) —3)....(2q+1) x’ dx 
| C(c—1)(c—2)..,..1.2 29+Y 
| G—æ) ? 
+ const,..,....(164). 


El n’y a plus qu’à substituer dans cette équation la 
valeur du dernier terme intégral qui est donnée par 


l'équation (163), 
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Lin a ie" 
Il est Clur que là formule sg ne peut être 
#: (1—x°) 2 


1 1 . a —C)—9 
intégrée de cette manière , puisqu'on a nee 


— au nombre négatif —c. Mais on pourrait ramener 
xdx 
2q-+1 
(x) ? 
née par l'équation (163), à celle de la forniule propo- 


sée, puisque re c (art. 219). D'ailleurs, 


l'intégration de , dont l'intégrale est don- 


la différentielle binome précédente est immédiatement 
intégrable , puisqu'elle se trouve dans le quatrième cas 
d'intégration immédiate. En effet ; on a n — 2q — °c, 
M—=2,p——q— 5%, donc 


> 


ñn + Mmp+1  2q—2c—2q—1+1 
mm —92 


232. On peut encere appliquer, avec succès la for- 
mule (162) à l'intégration de | | 
x?) dx 
G+e y: es (a) 


0 (arts 2497 


dx sus 
en la ramenant à celle de Tr dont l'intégrale est 
arc (tang—æx) ['art. 106]. En effet, comparant la 
première de ces différentielles binomes à celle..... 


ar+imdx(a+bx")ri, etla Le àäcellex”d. c(a--bx"}, P 
ona,- 


n+im—=2(q—1),; a=1, Rene rm 
P—i=—q,n=0,p—=—1; 


donc z — au nombre entier et positif g — 1. Substi- 
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. tuant ces valeurs dans l'équation (162) ,on a, toutes 
_ réductions faites, 


RME IL 00 At —3) Br 
GET PEUR ENT GE ..(qg— 5 {eretang =) 
or 24 UN A 
ce :[r +3 1 + x FES La) 
.2(q-2)  x°G—2) | k 
TR 298 Gr ÿ }Hconst. ts (165) 
l est clair qu'on peut toujours ramener l’intégra- 


LU) da | x°G—9 dx 
AE Gran Gr Se maj Par 


la formule (150), puisqu’on a | 
n—2(qg—1)},;m—2,r—=2(q—c); 


RE LA bread 
donc IL C1, 
mr 


tion de =" le moyen de 


qui est un nombre entier et positif (art. 219 ) ; subs- 
tituant ces valeurs dans l’équation (150) ; ensuite ren- 
versant l'équation résultante , afin d’avoir la valeur du 
dernier terme intéggal ; Éta substituant à la place 


x°( —1) 
de Je C fine sa valeur donnée par l'équation (163), 


ETS 
ona : 
ASC A» LAMR A 1191553 :1C2c 3) 
Gare, Pere) ..Le(g—c)+1] 
X {Cr MR RER Er ) | are (tang = x) 
2.4 x 
Mere Le +5 WASTE 5 (Gi +x}) 
RREN ele x2(—2) 
M o D + e0)] 
us 
Torre Se C tata totes |} 


+ const. ...... el 
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 Mettant dans cette formule q+-c à la place de q, on aura 
Rdas it 
Sic an q, il est clair que C facteur général 
| ..,(2c—8) 
Be : Ca(g—c)+11 


deviendra — 1 ; on aura donc 


l'intégrale de la différentielle binome 


—dela Foie pifigente( 66} 


—3 
es RARES 1) arc (tang = x} 


DAS No ds BR OP 
Fo Ge x? (: La 3 1+ x° us 5.5 (1+x°)° 
eue A 
Qu PET cest Q+xy 


1 


<. + = RS _ + ss | + const. ..(167). 


Nous trouverons à l’article 242 une intégrale de 


dx 


GE qui sera beaucoup plus simple et commode 


que la précédente. 


9233. Les intégrations des fractions différentielles 


zAdx x’1dx x°G+9)dx i 
———©—> | ———— et ———— pouvant toujours 
Va La Fa saines | 


GEAR 


être ramenées à celle de Be 
TL 


l'intégrale est (x + Var Hi1)[éq.(138),art.207], 
on pourra trouver les intégrales de ces trois formules 
de la même manière que celles que nous ayons obtenues 
aux articles 220 et 221 [ équat. (151), (163) et (164)], 

D'ailleurs les intégrales de ces trois formules prises avec 
le signe négatif sous le radical , sont les mêmes que 


dontnous savons que 
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celles (151), (163) et (164) divisées par f/— 1; car 
‘par exemple, 


“dx == — xdx 1 xdx 
| Vi iv i—x T Vi Via 
234. Parmi les différentielles binomes , nous consi- 
x'dx 
V/(ax—bxx) 
sous le radical sont variables, et dans laquelle nous 


considérerons l’exposant a comme un nombre entier 
et positif. 


dérerons encore celle dont les deux termes 


Ecrivant la proposée sous la forme 


x'dx 


Ces) PR NE D 


nous ferons 


z=y +7, d'où dr=dy, 


et substituant ces valeurs dansla formule (a), nous aurons 
Po) n 
—) d 
G te 5) ly 


D Van GO). 
EL Gr) 


Or, n étant un nombre entier et positif ,ilest clair 
qu’en développant le numérateur de la fraction (b), 
mous aurons un nombre m1 de termes différentiels de la 


forme 7 tes dy TD que nous savons intégrer soit dans 
le cas de m LA pair C équat. (151), art. 220 ], 
soit dans le cas de m nombre impair [ équat. (153), 
art. 299 |. Ainsi nous pourrons toujours trouver de cetie 


manière l'intégrale de la transformée (2), et par 


Lu df | %: 
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conséquent de la proposée (a). Maisil sera plus élégant, 
et en même temps plus commode de trouver l'intégrale 
générale de la formule proposée. C’est ce dont nous 
allons nous occuper. 


Lt pri a Fr. 
Soit fait pour D » 7 — 26; et mettons à l'écart 


ke facteur constant —— ÿ A de la formule (a) ; il ne nous 
reste donc plus à intégrer que 
x"dx 
LG ARBRES 22 7 SAR IR è ee. (c) 5 
V2cx— xx 


et cherchant d’abord à réduire l'intégration de cette 
formule à celle d'une autre formule plus simple, nous 
nous servirons de la méthode enseignée à l’article 217. 
Ainsi , d’après cette méthode nous différentierons la : 
formule ns à 


À 
x (2cx— xx) , 


dans laquelle « et à sont des constantes indéterminées , > 
ce qui nous donnera / 
À @—I LUA 
Ta (2cx—xx) —wx dx (2cx—xx) 
NN | 


Are L 


+ (ecax” Te) dx (2cx — xx) 


— 2C (w+a) x dx (£ 


À—— 
XX ) : 


o+I La PSone 4 
— (wHori)x dx(2cr—xx) 
Or l’exposant de x étant plus grand dans le dernier 
terme différentiel que dans le précédent, c'est le fac- 


teur variable que nous comparerons avec la formule 
différentielle (c), ce qui donne 


aHtiznet ii}, d'oùw=n—tetA=t 


\ 


e 
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Substituant ces valeurs dans l’équation précédente * 
divisant par w L2A(—n), isolant le dernier terme 
et intégrant , il vient 
Le 
V'2cx— xx 


y 


— 


na 


on |: be 


Substituant successivement dans cette dernière équa- 
tion n—1,n—2.....1 à la place de n, on aura une 
suite d'équations, comprise celle (e), quiauront chacune 
pour dernier terme le premier membre de l'équation 
immédiatement suivante ; donc par des substitutions 
continues, et faisant attention que n étant un nombre 
entier et positif, le dernier terme de la ni°"* équation 


sera C dont l'intégrale est 


f dx 
V'(2cx—x") 
& arc (sin-ver Le 2) Céquat. (137), art. 206 ],. 


on parviendra à l'équation générale 


z'dx __c'(on-1)(2n-3).… : Me 
J VG@cx-xx)  n(n—1)(n—2)…. rare (sin-vers— 3) 
x GA et me. 1 AM2r—1)c  (on—1)(2n—3)c* 
14 [A Qi) 2° (a—1)(n—0)S 


nn. EE |+ const. (168). 


(a-—1)(n-2)..,2.x" 


DA À 


235. Considérant maintenant les différentielles poly- 
nomes généralement représentées par la formule 


æ"dx (u + bat cat... 4 taf )P....(169), 


aus laquelle », m et g sont des nombres entiers 
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positifs, et p fractionnaire ou négatif , cherchons 
par notre méthode enseignée à l’article 217 , à ramener 
l'intégration de cette formule à des intégrations plus 
simples. 


Soit donc différentiée la formule 


z'(a+ 0 ME titan), 


/ 

dans laquelle © et À sont des constantes indéterminées ; 
ce qui, en représentant par X le polynome compris 
eatre parenthèses, donne 


dx X} = 02° 7 dr XL 1 XX À. 


mais X} = (a+bar.. ir) XP, 
et dX — (mbxm: MEET) dx : 


donc d.x°X"— Caux" dx box T# re, sh 
#5 TER dm De TS el à 
Ru gtmaa TT 8 Go > ÉreA 


et réduisant on a 


d.x°X en ENaIR eh te ms xs 
—+t(o + gma) 21m T8 MARIA .(170). 


Or, l’exposant de x dans le dernier terme de cette 
équation étant le plus grand, nousidentifierons le fac 
teur variable de ce terme avec la différentielle poly- 
nome proposée (169), ce qui nous donnera les égalités 


QMmHoæ=li=n Et A—1—=Pp, 
d'où a—nHbi—gm et A=p+1. 


Subitituant ces valeurs dans l'équation (170), isolant 
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le dernier terme, intégrant et représentant par À,B, 
C....Q les coefficiens constans, on a 


fardxXP — AxtimX pi LB farm dx XP 
+ Cfxr "de XP 4 Dfar-rde XP... 
+ Q/x"T "dx XP Æ const........(171) ; 


donc le polynome X étant du degré gm ,:m représen- 
tant la plus petite puissance de x, l'intégration de la 
différentielle polyÿnome x"dxX? dépendra de q inté- 
grations inférieures , ce qui avait déjà été remarqué. 
Mais ce qui ne l’a pas encore été, du moins à ma con- 
naissance , c'est qu'on peut faire dépendre l’intégra- 
tion en question de g intégrations inférieures à celles 
marquées dans la formule (171),et dont la plus infé- 
rieure est de la forme fx"-G+9"dxXP, en ne prenant 
pas (g+r) m>> n. En effet, chacune des intégrales de 
l'équation (171) considérée particulièrement , dépend , 
comme la principale , de q intégrales qui lui sont infé- 
rieures, et qui par conséquent sont inférieures à celles 
qui leur correspondent dans l'équation (171). Par 
exemple, fx"-"dxX? dépend de q intégrales dont les 
g— 1 premières sont les 9 — 1 dernières de l'équation 
(171), et dont la dernière est fx"G4+9"dxXP. Demême 
la dernière intégrale dont dépend celle /x”"—*"dxXP est 
fx"-G+32, et ainsi de suite. Donc on pourra, par des 
substitutions successives, paryenir à une valeur de 
fx"dxXP se composant de q intégrales dont la der- 
nière sera fx"-G+9"dxX?, et pourra par conséquent 


être fdxXP si n est multiple de m, et si > q , puis= 


3 ° 112 » - 
qu'alors faisant r +9, lexposant de æ dans le 


dernier 
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dernier terme intégral s’'évanouit. Eclaircissons ceci par 
un exemple. 


Soit proposé de réduire l'intégration de la différen- 
tielle quadrinome 
z'°dx (1 Ha + x + SY 


aux intégrations des trois différentielles quadrinomes 
où les exposans de x en dehors du lien de la puissance + 
soient les plus petits possibles. 


Nous avons dans cet exemple, 
TER 1, DC dei, 
IL — de qg—=5 et P=;:} Hunts 
Ainsi représentant toujours par X le quadrinome sous le 


L L2 L3 L2 It r 
lien de la puissance +, et faisant attention que — CS au 


nombre entier 5) est > g(—=3), nous en ARR 
que l'intégration demandée pourra se réduire à à celles 
des formules 


MxX®, ‘x°dxX” et: dix. 
En effet, comparant l'équation (71) avec celle rss 
on voit d abord que 


> (=n+ img) 5 et np De 


donc 


Pr bee ale B— __©+(gmri)mx.. 11 

7 @+gmA 1 di à a+ qmA y rad? 

w+(qg—2)ma y ARE re) VUE Gui 
Er o+qme =< De o+qme | 14 


Substituant ces valeurs numériques de A, B...... 
ai 
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dans l'équation (171), ona 


L 3 
fe °dxX"— 2 25X" — 1 22 fideX? À. afdxX* 
5 pod. NA Aer 
2 
Actuellement toutes les constantes de x#dxX" étant 


1 
les mêmes que celles de xdxX?, excepté n qui se 
réduit de 10 à 8, ce qui donne w —3; ilest clair 
1 


qu'on aura la valeur de fx*dxX”* en diminuant du 
nombre 2 tous les dénominateurs numériques , ainsi 
que les numérateurs des coefficiens des intégrales in- 
diquées , et les exposans de x dans l'équation (b), 
ce qui donnera 


Nate | a 
fax nr © ee L fdaX* — E fxtdxX° 


4 fr'drX. FO Vas 


Faisant les mêmes réductions sur cette dernière équa- 
tion que celles opérées sur l'équation (b) pour avoir 
celle (c), on aura 


1 ‘4 L 
fxdxX* = Z xX" —Z HE TES Tv  fr°dxX" 
| PAR. Chr 


+ 


Substituant cette valeur de fSdrX® dans l’équation 
(c), il vient | 


8 : bat 9 È “A 2 
fx dxX* oem + = fx'dx) ” 


+ EL fa dxX LE fdiX".... (0). 
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Route substituant la vajeur de fedrX* Céquat. (e)], et 
celle de pdeX® [ équat. (d)] dans l'équation (b) ,on 


a pour équation finale et demandée 


190%1—1107+ 3 


Y 3 y 
10 re. 2 13 4 a 
ÉFALATE 1680 XX? + 2 fr dxX 


+2 2 fodrX* — fax + const. 
236. La différentielle trinome 


L'dr (a+ br + car }P (172) 


dont l'intégration , d’après ce que nous ayons démontré 
plus haut, dépend généralement de, celles de deux 
différentielles trinomes inférieures, jouit de la pro-. 
priété d’avoir son intégration qui ne dépend que de 
celles de différentielles binomes, 1°. lorsque 7 + 1 
est multiple de m; en effet, faisant TM y + d, 
Put une ati constante Hbétieminée , On aura 


pi l 2 
= (y +0 (ya) 
Soir hp 
et | er (y +) | dy. 
Substituant.ces valeurs dans la proposée (172), il vient 


AT 


= (J+S )" 7 dyf(a+b9+0)+(b208) y+0y" pr; 
mais puisque À est indéterminé , nous pouvons faire 


bocd =o, d'où psasrdn 


Ce) 
les 
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ce qui réduit la transformée précédente à à la formule 


GET" ae +oT. AE : (173), 
Ji 


est un nombre entier et positif, 


71 
qui, lorsque 
donne par le développement du facteur qui précède dy, 


n + 1 
7 


de différentielles binomes à intégrer. 


un nombre 


. La différentielle trinome (172) est encore inté- 
Sa par les intégrations de différentielles binomes 
-(r+-2mp +14m) m) 

m | 
positif. En effet, multipliant et divisant la formule 
(172) par x°"7, et faisant x— y +9, d'représen- 
tant une constante indéterminée, on 4, toutes réduc 
tions faites, là transformée 


lorsque — est un nombre entier et 


—(n+-mp4+14+m) 
= pc + 6 + af) 
+ (b+e2ad) y + ay° F; 


et puisque d'est indéterminé, on pourra faire 
b 
b+oaf=o, doù f=——, 


2a° 
ce qui réduit la transformée précédente à la formule 
différentielle 
en —(1+2mp+ 14m) 
T1 
(5 d (ee + Dhs . 74) 
dont le développement donnera une suite de différen- 


tielles binomes algébriques à intégrer , pour ayoir l'inté- 
grale de la différentielle trinome proposée. 
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CHAPITRE IT. 


De l'intégration qe fractions différentielles 
rationnelles el algébriques. 


Novs avons fait voir dans le chapitre précédent qu’on 
peut intégrer tous les polynomes algébriques, lorsque 
les termes de ces polynomes sont sans dénominateur , 
ou que les dénominateurs, s’il y en à , sont monomes; 
mais relativement aux fractions différentielles algé- 
briques rationnelles ou irrationnelles, dans lesquelles : 
Fes dénominateurs sont des polynomes , nous n’avons 
donné des méthodes d'intégration que pour des cas 
particuliers. Nous allons à présent examiner les cas 
généraux d'intégration , d’abord des fractions diffé 
rentielles rationnelles algébriques, ce qui est le sujet 
de ce chapitre , et ensuite nous examinerons dans le 
chapitre suivant l’intégration des fractions différentielles 
irrationnelles. 


237. Nous avons consacré tout le chapitre XVII de 
notre Algèbre à prouver , 1°. que toute quantité frac- 
tionnaire et algébrique pouvait être réduite à ne plus 
contenir que des entiers, et une fraction algébrique 
rationnelle de la forme 


(Ex). Un d +b'xdtcx..... rx 


[ form. (205) de l'Æloèbre ]. 


t 
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2°, Qu'on pouvait par des moyens purement algé- 
briques, dépécer cette fraction en d'autres de la forme 
À 
(a + bx }* 
Bzf—1+ Cxf...4D 
: (c+er)ÿf …..(@) ©], 
Hx Pt Liz... + K PAU 
ors . XP 
(ra à en «) ‘ 


enreprésentant par z un nombre plus grand que l’unite, 


| ii, 50 SOS y ——— 
afin que les deux racines rx — = + - f/1 —n* du 
trinome sous le lien de la puissance p fussent imaginaires. 


Cela posé, considérant 1°. que la première fraction 
. du groupe (b) peut être écrite sous la forme 


À. 5 à 
RAS 
G++) 
2. qu'on peut écrire la seconde fraction du même 
groupe (b) sous la forme. 


Brft + Cr... .+D. 


ét (£+x) ; 


3°. enfin considérant qu'on peut d'une manière plus 


Ex+G 


2 
pe à 2 48 


C*1 Nous omettons la fraction partielle que 


nous avons considérée au $ CCXLII de notre Æ/gébre, parce 
qu’elle n’est qu’un cas particulier de la dernière des trois fractions 
en (b), en faisant l’exposant général du dénominateur = +: 


4 


_— 
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simple, exprimer que le trinome entre parenthèses du 
dénominateur de la dernière fraction en (b), est le 
produit de deux facteurs imaginaires, en lui substi- 
tuant le polynome x? + 29x + q° + m° qui a l’avan- 
tage de toujours donner deux facteurs imaginaires 
x + q Em V—1, quel que soit le signe de q, ainsi 
que les valeurs réelles de m et de q, nous en con- 
clurons que l'intégration des fractions différentielles 
algébriques et rationnelles , se réduit à l’intégration des 
trois fractions différentielles 


x°dæ 
(e+z)+ .»> ee .. ® ® (176), 
L'IMUT a ) 
(2 + .2qx + q* + m°})? TAN (177 2 


abstraction faite des facteurs constans , et représentant 
park, c,h,p et n des nombres entiers et positifs. 


238. La première de ces trois fractions (175) est 
dans l’un des cas des plus simples d'intégration; car 
Faisant a + x— y, d'où dx = dy, on a la transformée 
dy 7  : 
ra dont l'intégrale est PE EN ET si k>1, et 
est y si k— 1 (art. 205) ; donc 


nn e | . 
PCRU y ares M CONSTIS PR TA 
fers |-078: 
(a+ x) + const | 
259. Faisant de même e+ x=y, d'où dx = dy, 

la fraction (176) se transforme en celle 

(y —e)dy 
NE a 


si k=—1 
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dont le développement donnera un nombre c+1 de 
fractions différentielles algébriques monomes qu’on sait 
intégrer (art. 205). Ainsi, substituant dans ces c + 1 
intégrales le binome e +x à la place de y ; on aura 
l'intégrale demandée de la fraction (176). 


240. Eofin pour intégrer la fraction (177), nous 
ferons x—y—q, d'où dr —dy, et substituant ces 
valeurs dans la Fiction (177), nous aurons celle 


(y=—9)?""dy ARTE) 
Ge RE 
et développant le numérateur de dette fraction , il 
viendra un nombre 2p — n+- 1 de fractions Rita 
tieNles de la forme 
ÿP—dy 
(y? +m°} 
laquelle est toujours immédiatement intégrable ; car 
si z est un nombre impair , la formule (b) est dans le 
troisième cas d'intégration immédiate dont nous avons 
parlé à l’article 213, et si à est un nombre pair, la 
fraction différentielle (b) est immédiatement intégrable 
soit par le moyen de formule (166) [art. 231 ] si 
 2<2p, soit par Le RÉRRE de la formule (167) [art. 232] 
si i— 9p (*). > 


ETAT 


EXEMPLE, Soit supposé qu'une des fractions par- 
tielles d’une fraction rationnelle qu’on a dépécée , se 
% 3 
x°dx Shi 
trouve étre ©; on demande l'intégrale 


G+ax +4)" 


dé tele dernière fraction - 


(*) I vaut encore mieux se servir, dans ce dernier cas, de la 
formule (184) que nous démontrgrons à l’article 242. 


Û 


enfin celle de — 
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Comparant cette fraction partielle avec celle (177) ;: 
on a 4 
P=2, q—=1, 9p—n+=$, j+m=é,. 
d'où . AUS à m0 MEL 7 er er à 
Substituant ces valeurs dans l'équation (a), on a la 
transformée 


Cy—:1)dy _ _ ydy .  3ydy. 
(3° +3} TT CY+3) (y +3) 
3yd dy 


is (y +5} 7 C+3)" 


L'intégrale de la SE de ces quatre fractions est 


LVG +3) + 2 2 (art. 13); 


celle de la seconde est. 
SON TUE 

2(3+ y) 1 2 
[éq.(65), art.232]; l'intégrale de la troisièmefraction est 


3 ie 
FES) [ form. (142), art. 212]; 


\ 


2 FF 


—— arc (9 : 


dy 
CDS 


Ne arc(tang = 2e 2)+ 2 + I Jféq (16w),art.2321. 


Rassemblant toutes ces intégrales , et mettant à la 
place de y sa valeur x + 1 , on a, toutes réductions 
faites, 
TIR Si æ—+ 1 
(x+ox+ 4) 5 +ox +4 


5 
47377 (es “n F)+ + Va Hart +22-#+4+ const. 
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241. Si au lieu de faire correspondre aux facteurs 
trinomes de (ox) tels que (x*+ogx+q°+m°} dans le 


dépécement de la fraction Er) 


(px) 


(art. 237) , les 
fractions partielles 
Havr—idx $ Ix°—dx 
Ca +agz + q+m} T (a Eoqx + +nY 
Kdzx | 
...e FRET + m°}? 
on fait correspondre celles-ci 
(A +Bz) dx de (C + Dx) dx 
(x + ogx + q+m} (x +ogx+gqg+m} 
(Q + Rx) dr 
x? + 2qx + q° + m°? 
ce qui évidemment est la même chose, alors touté 
la difficulté pour intégrer les fractions rationnelles , 
se réduira à sayoir intégrer la fraction. 
(A +HBzx) dx 
(x? + ogx + q’+m} 
Soit fait, comme dans l’article précédent, x=—y—q, 
d'où dx — ‘dy, ce qui donnera la transformée 


Bydy (AB) | 
ae ne CG) 
G+m}t G+m} w 

Or, p étant par hypothèse un nombre entier et PO 
ten —1,ou > 1, on aura dans le premier de ces 
deux cas, l'intégrale de Ja première fraction en 20) 
qui sera 


179): 


: I(Y+m) RAGE (143), art, 12], 


- et la seconde fraction en (a) aura pour intégrale 


> 
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arc (rang a) à équat. (155), art. 206 |; 


À — Bg 
mm 


ainsi remettant la valeur de a +4; on a 


(A+Bx)dx : 
ere ren LE À L (-+aqr+q +m) 


ER __x+q | 
+ —— arc (use = Ba Eu! (180). 


Dans le cas de p > 1, l'intégrale de la première frac- 
. tion en {a) est évidemment 
— BP 

2(p-1)(x°+2qx+q+m} 
Quant à l'intégrale de la seconde fraction en (a) , elle 
pourrait être donnée de suite par l’équation (167) 
(art. 232) ; et y substituant la valeur de y —x+g, 
on aurait conjointement avec l'intégrale (b), celle de la 
fraction (179). Mais à cause que la formule (167) est à 
double série, nous allons chercher une intégrale plus 
simple de la fraction (179), ce qui nous procurera de 
plusl’avantage de beaucoup simplifier l'intégrale (167). 


242. Soit 


Rat 
Ce +ogx + +m) (Eee +g +m} 


… (b)[éq. (14e), art. 2127. 


x dx 
eme + m mA) Tia , 
à , w et À représentant des quantités indéterminées. 
Diférentiant cette équation (a), il vient celle 
(AHBx)dx Et (on) dx 
(2° +2gx ++ mm} (a +egx ++)" 
sie (p—1)(d+ ox) (2x +o2q)dx &. 
PT Ç ant ot EMOE L k 
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Faisant disparaître les dénominateurs, passant tous les 
termes dans un seul membre, et ordonnant par rapport 
à x, on aura une équation du second degré qui, devant 
avoir lieu indépendamment des valeurs de x , ne pourra 
généralement être satisfaite qu’en faisant chacun des 
trois coefficiens constans égal à zéro ; ce qui donnera 
trois équations du premier degré entre « , d'et À, d’où 
l'on conclura , par le moyen des règles de l'élimination, 
les trois équations 


BRAS) Le, RARE 0) 
7 2(p—i)m” 7 2(p—1)m 


à LE mn VO me ten A 
2(p—1)m* 


Substituant ces valeurs dans l'équation (a), il vient 
celle 


(AH Ba) de  A—B(mLq)+(A—Bo)x 


(x°+92gx+qg°+m°)  2(p—1)m(x+2qx+q"+m) 


(2p—3)(A—B9) dx | 
+ 9 (p—1) m° cr . .(181). 


Mettant successivement p— 1,p—92.....1à la place 
de p dans l'équation précédente , il est clair qu’on aura 
une suite d'équations qui auront chacune pour premier 
terme, le facteur intégral du dernier terme de l’équa- 
tion qui précède immédiatement ; donc par des substi- 
tutions continues, on parviendra à une équation dont 
le premier membre sera le même que celui de l’équa- 
tion (181), et n’aura dans le second membre de terme 
affecté. d’un facteur intégral , que le dernier qui sera 
multiplié par 


dx 4 4 2 ÆQN;, 
F TD = aro(tang= 7 Jfég. (135) art 206] 


D'UNE SEULE VARIABLE. 333 
Ainsi, d’après tous ces calculs, et faisant pour simplifier, 


X = x° + 2qgx + q® + m°, on aura 


(A4 Bx)dx — B 
ee ATEN GRH CNE (e+D 


en LPS Le ls ago CRE EE. 
Xe 2(p—2}m XP 1 9(p—2)(p—5)mX Me 
(2p—3)(2p—5)....5.1 | 
SAUT (p—2)(p—3) .....92:1 a) 
(ap—3)(2p—5)...8.1 . : _æ+q\1 
* 27 (p—2)(p—3) 21 mr ee (ans Tam jh 
, + const....,... (182). 
Faisant g — 0,on a 
(A + Bx) dx —B : 
+ CO) ALP + mr) ie a 


À op—3 
He ja Tarn paye 
+ (2p—5)(2p=—5) | 
(pa )p—5) mm) 

À (2p—3)(2p—5)....8.1 
RD TG) 
(2p—3) (op—5)....3. ie 

+ D EP) 2 a dre (tag =} , 
ht RU AE A SE 


Enfin si l'on fait B= — 0 et A1, cette dernière 
formule se réduit à celle 
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1 
re mi} — es 1)m° [z x? + m° JP 


2p—$ (p—8)(2p—5) 
nn À 7 -25)pOm GMT 


ne. (2p—3)(2p—5)....3. 

‘ AUTRE Ses | 
(2p—3)(2p—5)....8.1 S : 

qu 2 (p1)(p-2)(p-8)....2.1.mP 1 arc (tan _ =) 


- const..... ...(184) 


qui est beaucoup plus simple que la formule (167) 
art. 232 |, puisque celle (184) ne contient qu'une série, 
et que la formule (167) en contient deux. 


Nous remarquerons en passant, que de la simplifi- 
cation de cette intégrale, il en résulte aussi la sim 
plification de J'intégrale de la fraction différentielle 
(177), puisque nécessairement dans le développement 
du numérateur (y—q)"-"dy de la transformée (a) 
Lart. 240 T, il entre le terme qdy. 


243. Si la différentielle binome 


que nous considérons dans ce moment comme une 
fraction différentielle rationnelle ( puisque dans tout ce 
chapitre nous supposons que p représènte un nombre 
entier etpositif) n'est dans aucun des cas d'intégration 
considérés dans le: chapitre précédent ; alors faisant 
a = b" pour éviter les signes radicaux dans le calcul, 
on aura à intégrer la fraction rationnelle 


z'dx 


Ca" by es (b) , 


dans laquelle tous les exposans sont des nombres entiers 
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et positifs. Or l'analyse donne des moyens sûrs ét très- 
simples pour décomposer le binome x” Æ a" en ses 
facteurs du premier degré , et facteurs du second degré 
recélant les facteurs imaginaires du premier degré 
(voyez la note I du Calcul intégral), au lieu que pour 
les polynomes de plus de deux termes, l'analyse n’est 
. Pas encôre parvenue à les décomposer Pan lEment en 
facteurs du premier degré, et du second degré recé- 
Jant les imaginaires. Ainsi l'intégration de la fraction 
différentielle (a) peut toujours s’effectuer complète= 
ment , sans être arrêté par les barrières insurmontables 
qu'offre la résolution générale des équations littérales 
des degrés supérieurs. Cette intégration s’opérera même 
très-aisément lorsqu'on aura p — 1, puisqu’alors le 
dépécement de la fraction proposée sera beaucoup plus 
simple, et que l’on n'aura qu’à intégrer des fractions 
__ (A+ Bx)dx 
++ g + m 
avons donné les rules Cart. 238 , seconde équa= 
tion du groupe (178), et art. 242, équat. (182)]. Mais 
sip > 1, et surtout si cet exposant est un nombre un 
peu grand, le calcul que nous avons indiqué précé- 
demment , serait d’une longueur extrême. Nous allons, 
dans l’article suivant , rendre le calcul, lorsque l’expo- 
sant p est beaucoup plus grand que l’unité , presque 
aussi simple que si l'on avaitp— 1. 


; dont nous 


f 
de la forme “ 
x + 


x! 
CEE 


244. Différéntiant Ta’ fraction on 
aura 
d 2 LE fxf dx MALTA 
GE Ge) Gap 


Transposant , divisant par mg et intégrant, il vient 
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af dr <X x dx 
(a+ am) at (a+x"yr (a): 
Faisant f-m—1—=n etq+1=p, Le où f—n+1—m 


et g—=p—1,0n aura 


1x aim 
os 7 mi) G+ 
Ti— m + 1 ELU Je à 

LE m (p—1})J (a+ xPNPE 

Substituant successivement n-—m , n—92m, n—3m.... 

7i—(p—1) met p—1,p—2,p—3..... 1 à la place des 

quantités respectives n et p dans l'équation précédente 

(b), on aura une suite d'équations qui auront chacune 

pour premier membre le facteur intégral du dernier 

terme de l'équation qui la précède immédiatement : 

donc par des substitutions continues, et moyennant 

quelques petites simplifications fort aisées à apercevoir, 
on aura la formule suivante 


x'dx 3 Je | ARTE 
G+re) nn te) 
{ “AR mA mm +1 PL ue 1 
m (p—2) x” m° (p—2)(p—5)x*" 


(n—m+1) CES (n—3m +1) (a+ x") 
| mi Cp—2)(p—5) (pi) x" 

(a-m+1)(n-2m+1)...[n-(p-2}m+1](a+x)r). 

ru BR ÈE, 2 OMES : (p—2) xP—2m | 

ne (rm) (nom)... [nr — (p—1) m+1] 
A PTE OR MANS PSP NP (p—1) 

sëta-pndx 

Te : 

Dans le cas où pm serait >>n +-m d'une quantité que 

je 


ue 
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je représente par q, c'est-à-dire, si le facteur intégral 
. dx & 1: 1 
tait [© ——, il faudrait faire x —-, et on 
était [= (a+ zx")? à y 3 
T0 


aurait la transformée — > dont l'intégration 


a mm 
M S plus de difficultés. | 
x'ôdx 
(o,o1+xt) 


Comparant identiquement cette proposée avec * for- 


EXEMPLE. Intégrer 


LAS 
DUle CRE PE je | 
n—18, a—0o,01, m—4 et p—6; 
donc | 
LS MA de À 16 age HER 
ax". TrçGoitrx) 


4 La Ut : 
Faisant x Er , il vient la transformée 


/ 
/ 


— 100 Pos = — rCéprnterl 


dont l'intégrale est: * 
Mine y 
— 100 ++ 10000 f To 


or, les deux Faéteurs-dn second degré de y + 100 ;, 
sont y +24/5y+10 [form. (n}, note 1]; donc 


faisant 
BAR VAT | 
(y° +2V6y +10) (y —2V/5y + 10} 
_ (CA +By)dy. + (C++ Dy) dy 
%” Y+2V5y + x 10 YVES, 
29 


k 


\ 
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chassant les dériominateurs et déterminant à l'ordinaire 
les valeurs des constantes MORE, B, etc., 
il vient 


T- | 1 
20? 405" 20°, in 4 


"à 
fief (Cds 
frise 20 ; Sp 


(: — 


+. (ur) FRE 
25.7 y +10 


Comparant les coefliciens des deux facteurs Yo V 5y 


+ 10 avec ceux de x° + 2qx + q— m°, ce quidonne 
g—= #45 etm==1/5; ensuite RME. Fu 1, et suc- 


cessivement B— > 0e et = 328 , la formule (180), 

Et 241], donne 
Ce) s 
Ya OX Fo 10 TA 


2H o4/5y + ro)! 


donc 
dy + Sp Ven 
TUE 100 TS #—924/5y +10 


Li arc re Se sv y) | ET: 


EXT Ceux a Piron ce call Bros attention que généra- 
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Actuellement mettant la valeur = de y , et substituant 


dans la formule (185) les valeurs En 18 ; 0,01 ; 
6; 4 de n,@) p,Mm,Ona 


x'8dx | 15(0, o14-rt) 
(0,01+ RD T7 20(0, Er ss  - ra 4 pan 
SP OIN ORPPRRRR PE TR ARE 


A. AOL A7: RAT, DER 
Ce ACER | 15.11.7.3.1. 50 
EE ME Sant # 1.0.3.4.5 


End en RQ tre 


+ arc (tane = sh + const, 


10L*— 1 
ce qui est l' intégrale demandée. | 4 


Si l’on avait employé pour obtenir cette intégral * 
la méthode ordinaire indiquée dans J article précédent, 
z'dr 


il aurait fallu dépécer la proposée RTE AN 


lement 


arc (tang — a) + arc(tang — b) = arc | tang = MOT 
ee trad 
En effet, soit s 


x = arc (tang — a) et y = arc (tang= bb), 


d’où. d' = tangr et b —tang y, A 
ab 

on aura tang(xEr)= ———; 
1 ab 


donc x +7 ou ; 
: | a+tb 
arc (tang = a) Æ arc (tang = b) = arc | tang= ——— }. 
1Fab 
292.. 
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douze fractions doubles de la forme 

(A+ Bx) dx 
et par conséquent déterminer les valeurs dé 24 cons- 
tantes A, B..... ; ensuite intégrer dix de ces équa- 
tions par le moyen de la formule (182) [art. 242], et 
intégrer les deux autres par le moyen de la formule 
(180) [ art. 241 ]. Ainsi, que de longueurs on s’épargne 
dans le calcul, en se servant de la méthode que nous 
vezons de développer ! | 


245. Examinons maintenant ce qui est le plus ayan- 
tagenx au calculateur, ou de faire correspondre aux 
facteurs (x°+2qgx+4q°+m*)r du dénominateur de la 
fraction qu’on veut intégrer , les fractions partielles 

AxP dx DHL À Bz?°dx 

Ge Fagetg ne À Gas y 

à numérateurs monomes , ou de faire correspondre 

aux facteurs en ie les fractions à numérateurs 
binomes 


+ etc., 


CA+Br)de (C+Dx)d2 us 
G+agz+g +) (a+ etc.) 


Pour décider cette question , nous observerons , 1°. que 
l’un comme l’autre de ces dépécemens exigent seule- 
ment qu'on détermine 2p constantes indéterminées 
A,B,etc. ; 2°. que par le premier dépécement , cha- 
DA QEAT ON 
Gaga + ni 
exige, vu sa transformation en l'équation (a)[art. 240], 
“l'inétgration de a fractions de la forme de celle (b). 
[art. 240]. On aura donc à intégrer un nombre de 
fractions différentielles égal à la somme des termes de 


cune des 2p fractions de la forme 


D'UNE SEULE VARIABLE. YA 

la progression par différence =1.2.5....0p, c'est-à- 
dire égal au nombre p(2p +-1). Mais, sbatrattion faite 
des constantes qui multiplient les Dacatielles: il est 
évident que les 2p—1 différentielles qui D ondront du 
lével nt de lat | sformée dé a Us seront 
développement de ne D IT TPEE 
égales aux 2p—1 dernières différentielles provenant 
1, da LR 
Li (x°+-etc.} ? 
qu’enfin , généralément , les 2p—h+1 différentielles 
provenant du développement de la transformée de 
Rx?—'drx 
G+etc.}. 
op—h+1 dernières différentielles du Fe DR de 


tAx*Pr dx 
la transformée de la première fraction =—————, 
(x°+etc.}? 
Ainsi, à proprement dire , il n'y aura que 2p fractions 
différentielles de la forme (b) [ art. 240 ] à intégrer. 


du développement de la transformée de 


seront , aux constantes près, égales aux 


3°. Nous observerons enfin que la décomposition en 
fractions différentielles à numérateurs binomes , donne 
p fractions différentielles qui s'intègrent d'éctement 
par le moyen de l’une des deux forattas (180) et (182) 
Fart. 241 et 249 ]. Ainsi, considérant que par cette 
dernière méthode on ET des transformations , déve- 
loppemens, et qu'on a la moitié moins de formules 
différentielles à intégrer , que par la première, nous 
en conclurons que la méthode enseignée aux articles 
241 et 242 ; est de beaucoup préférable à celle de l’ar- 
ticle 240 , en tant du moins qu ya plusieurs facteurs 
au do MereRe de la proposée ; car si cette dernière 
A'x°+B'x ROC A4: B’, C’. 

(x°+2q9x+q dm) 
étant des coefficiens déterminés , il vaudrait mieux se 
servir de la méthode de l’article 240 que de celle des 


était sous la forme 
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articles 241 et 242, afin de ne pas avoir à déterminer 
des coefliciens indéterminés À , B, etc. 


246. Puisque l'intégration d’une fraction différentielle 
rationnelle quelconque ne peut dépendre que de celle 
des fractions (175), (176) et (177) [*], et que les 
intégrales de ces dernières fractions différentielles ne 
peuvent contenir d’autres quantités transcendantes que 
des logarithmes ou des arcs de cercle , nous conclurons 
que toutes les fractions Artetentielles rationnelles pos- 
sibles sont exactement intégrablesNet que leurs inte- 
grales sont algébriques , ou seulement transcendantes 
par les Jogarithmes ou par les arcs de cercle , et même 
par une seule de ces deux espèces de transdondantes , 
car chacune d'elles peut , dans l'intégration ,se changer 
en l’autre. En effet, | 


se (ar) , art. 16] 


d.arc(tang=Y})= er : 


CAL Al ae 
AVION ET) SR ETS TV) 


donc. 


Ce dy iCR dy 
“. se nf tive 
ere PLU EEE L(i—yÿ/—1) 


Pa 


1 1-y 4/—1 
7 2 à de | — const 


Pour déterminer la constante , nous remarquerons que. 
#4 * 


Rene ere D 


[*] La fraction à numérateur binome ( 179) étant séparée en 
deux ffactions à numératéürs monomes , chacune des deux fractions 
résultantes n’est qu’un cas particulier de celle (177), en faisant suc- 
cessivement dans cette dernière n = 2p et 7 =@p— 1. 
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arc (tang —y})=— 0 lorsque y—0, donc const — 0; 
ainsi on a complètement 


LR y LÉScU À 
UT AE V/-1 


dy 
——arc(tans—y)= 

re s— arc (tang—y)— 

Réciproquement , soit 


IH CT MS TU 
= y 


Substituant ces valeurs dans l’équation précédente 
(186),ona 


Ix = 24/— 1 arc (rang =. en pd 


donc 


(186). 


"5 À 
Were L—1 
[== are (ras Gi) (287) | 


sans constante ; çar lorsque x=— 1, on a lx=<o,et 
l'arc , ayant alors zéro pour tangente, s'évanouit. 


247. L'intégration des fractions différentielles ra- 
tionnelles ne dépendant que des logarithmes d’une 
Fonction de la variable , ou des arcs de cercle dont la 
tangente est une ucHon de la variable ; il s'ensuit que 
nous avons prouvé dans l'article précédent , que Îes 
intégrales des fractions différentielles rationnelles qui 
ne sont pas entièrement algébriques, peuvent ne ren- 
fermer qu’une seule de ces deux espèces de transcen- 
dantes. Mais dès que nous avons commencé à parler de 
ces conversions d’arcs de cercle en logarithmes des 
fonctions des tangentes de ces arcs, et réciproquement, 
. nous allons dans cet article faire voir qu'il existe des 
, relations analogues entre les arcs de cercle et les lo- 
garithmes des sinus et çosinus de ces arcs , et réoi- 
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proquement, En effet , on démontre dans tous lestraités 
élémentaires de Trigonomeétrie, que’ représentant un 
arc de cercle ,ona 


e20V-1 k 
oÿy— 1e V7 


20 (/-1 
—.. Sd otel« TAN 
2e ” 


et COS © =—= 


( voyez la Géométrie de Legendre , page 356) [*]. 


Cela posé, soit x— sin © , alors l'équation (a) nous 
donnera celle 


a VER 2x ÿ/—1 e VOA = De 
à laquelle ajoutant l'équation identique 
(xV—1)} —=—2, 


et. prenant la racine quarrée des deux membres de 


[*]1 Ces deux équations peuvent se déduire aisément de celle 
(186), puisqu'en faisant w = arc (tang y), d'où y=—=tange, 
l’équation (186) donne celle 


—— 1, fcos © + sinæ V— 1 
@ Wen IZ- l RENE pro er 
2 fcosæ—sin® y— 1 
et multipliant les deux termes de la fraction par le numérateur, 
on a 
@ W— x = 1 cos w + sin æ W—1), 


donc prenant successivement æ positif et négatif, et passant des 
quantités logarithmiques aux exponentielles, on a 
—0 ÿ—1 


oo ÿ—1 
ov 


cos o+sinæy—1 et e E=COS @ = SIN 6 W—1 ; 


de la première de ces deux équations soustrayant la seconde, on 
a celle (a); etles ajoutanc, il vient l'équation (b). 
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la somme , il vient 
| pren 
ou fret Ven Vase, 
d'où aV—i=Ilry-it Vis]; 


mais w — arc (sin— zx); donc nous rappelant de 
l'équation (134) [art. 206 ], nous trouverons * 


TR 
Via 
= = V—i+ Vie]... " 088). 


arc (sin—=x) 


De même, soit x = cos w ; alors l'équation (o) nous 
donnera celle 


20 V/-1 ue V-1 


——— 1, 
à laquelle ajoutant l'identique 


L—— (x y— 1}, 
‘et prenant la racine quarrée des deux membres, il 
viendra 
MUR — x ÿ—1 1x, 
d'où ©pÿ/—1—/[x+ V1 Vi — 2 |; 
| mais | 
dx 
& arc (cos —=x) = — Vies Céq. (20), art. 161; 
1— 


donc multipliant les deux membres de fe MUEUE Hi 
cédente par f/— 1, 0n aura 
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= — are (608 = +) 
Vi lLr+y(—i1)Vi-x]....…. (189). 


(Voyez la note III.) 


Réciproquement à l'équation (188) , soit fait 


JT VIT V1=7%, d'où x — Var, 
et substituant cette yaleur dans ‘équation (188), on 
aura | 

++ 


RS sg de Au 
+" 1 are (sin — à )...uoe). 


De même pour l'inverse de l’éqéation (189), soit fait 


* 2 

Li NE didigui 2 Ta 
y=x+V 1 Wr- LÉ , d'où Des +. 
- Substituant cette valeur de x dans l'équation (189), 
on a 

d me ? + 
[= Lily ÿ/—1 arc (oo), à Se 4 CLONE 

Ÿ 7 
Au reste ces deux dernières équations (190) et (191) 
peuvent réciproquement se déduire directement l'une 
de l’autre d'après la relation connue des sinus et co- 


sinus d'un même arc de cercle. Car soit À l'arc qui se 
trouve dans l'équation (190), ce qui donne 


Var ist 

Ne, 
VF 2 de mn. 
2y 2y 


Sin À — 


d'où ‘ cos À — 
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donc” 
2H 1 | s} OV vi — 7 
arc (cos Lu Ÿ a ) == arc (sin ras PTS ; 
2Y 2y 


A 
équation de relation qui donne tout de suite l’une des 
deux équations (190) et (191) par le moyen de l’autre. 


ft 


à 7 £ 


CHAPITRE III. 


De l'intégration des fonctions différentielles 
trrationnelles et algébriques. 


248. KR cprésenranr par F’x une fonction ration- 
nelle et algébrique de x; pär # et q deux nombres 
entiers et positifs ; ; enfin représentant par A,B, C... 
P des quantités constantes , et abstraction te dé leurs - 
signes , excepté de la première A , la fonction différen- 
tielle et irrationnelle 


STE 


F'xdx (Æ Axt+ Bat + Cxs2...4P) 4 ...,.(192) 
pourra toujouÿs se ramener à la ne | 


Frdzx 
VER VOA  Ep PJ 


dans laquelle Fx est encore une fonction io aielle de 
z,eta, b..…..p sont des quantités entières, abstraction 
faite des signes qui les affectent. En effet, multipliant 
et divisant la formule (192) par /(Ax7+4-Bx97t...+P), 
on aura une fraction différentielle dont le dénomina- 
teur sera cette dernière quantité radicale qu'on peut 


. (199) 
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mettre sous la forme 


Lie B P 
VER (x+ AU NOR»: ee 
ou VE A V(x+ axe... p), 


et dont le numérateur sera dx multiplié par la frac- 
tion rationnelle 


" Fax ( Aa + Bat. LP y 


que nous avons représentée par Fx. Ainsi l'intégration 
de la formule (192) pourra se ramener à celle de 
la formule (193) , dans laquelle , pour plus de simpli- 
cité, nous mettrons le facteur constant |/ + A du dé- 
nominateur à part. 


Si F’x était un polynome algébrique ordonné par 
rapport aux puissances entières et positives de x, il 
est clair que Fx serait aussi un polynome de même 
espèce , et alors si n—0 ou n > 0, l'intégration directe 
de la formule (192) pour le premier cas, ou de la 
transformée (193) de (192) pour le second cas, se 
réduirait à une suite d’intégrations de formules diffe- 
rentielles telles que celle 


a 
andx(xi+axiT tt bte, op) ?),..(a), 


qui ne sont que des cas particuliers de la formule 
générale que nous ayons traitée à l'article 235, et où 
nous avons seulement fait voir comment on peut ra- 
mener l'intégration des formules telles que celle (a), 
à qintégrations inférieures à celle marquée par l'ex- 
posant z dans la formule (a), et dont la moindre 
serait l'intégration de 

1 1 


— + 


GITE LINE) À 


en ne prenant pas g +r>a, 
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Mais actuellement , d’après la théorie développée 
dans le chapitre Sréédent : nous pouvons aspirer à 
quelque chose de plus satisfaisant , en cherchant dans 
l'analyse algébrique, des moyens “e transformer les 
fonctions différentielles irrationnelles proposées en des 
fonctions différentielles rationnelles:; cependant nos 
recherches sur cet objet ne donneront malheureuse 
ment des résultats satisfaisans que dés un très-petit 
nombre de cas. 


249. Si nous faisons g—2, alors Ja formule (a) de 
l'article précédent est de la forme de celle Ga en 
faisant dans cette dernière m —1 et p—#%t ?; ainsi la 
méthode enseignée à l’article 236 donnerait DMtécrale 
de la fonction proposée , puisqu'on aurait seulement 
à intégrer des différentielles binomes , telles que 


1 


ame 
dy (a E y) 
. qui sont toujours exactement intégrables, soit que a 
représente un nombre positif impair ( art. 213), ou 
que cette même lettre représente un nombre Dore 
pair (art. 220 et 233). . 


Mais on peut s’y prendre autrement pour obtenir 
l'intégrale demandée, en s'appuyant sur le principe 
énoncé ci-dessus, que toute fraction différentielle irra- 
: tionnelle qui poufra se transformer en une fraction 
différentielle rationnelle, est exactement intégrable. En 
effet , soit la fraction différentielle ” 


z"dx 
VCr+ar +6) AE .(194). 


Faisons ÿ/(x+az+tb)=x+y, 
d'où on tire 


LE ent War Lo et = 
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Cette dernière équation étant différentiée , donne 
| dt dy (y — b 
Dee ir OR ne] 
C2y ep 


Substituant ces valeurs dans la des , on a la 
fraction rationnelle 


— dy (By 
ICE ETES (195) 


qui est très-aisée à intégrer. 


250. L'intégration de-Ja FOTAULe" 
_— @) 
VLo+arz— x] É 
pourrait aisément se ramener à celle de 


dx 
Donne pe sir, 


en décomposant le dénominateur de la fraction (196) 
en deux facteurs, dont l'un est! ÿ/— 1 et l’autre le 
dénominateur de la fraction (b), et alors cette inté- 
gration rentrerait dans le cas que nous venons de traiter. 
Mais il est plus simple de mettre tout de suite la frac- . 
tion (a) sous la forme - à | # 


ce qui n’altère pas du tout la proposée, puisque 
d(x—}a)—tdx, et que nous n'avons introduit sous 
le ratienl du HOTLEUT que Ja quantité nulle 
Far a. Or, sous cette forme, comparant la frac- 
tion (c) ayec la quantité sous le signe ‘d'intégration / 
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dans l'équation (134) [art. 206], on a tout de suite 


fr re re — arc (sn= Hu 
J V(b+axz—a) : VC + 40) 
—- const......:.(196). 


Si l'on voulait que l'intégrale s'évanouît lorsque 
æ—o, on aurait 


| a 
onst — arc (sin = es) ; 
ee | VTé+ 4) 
_ mais on a généralement 
arc (sin — À) arc (sin —B) 
— arc (sin = À V/1—B+ B ÿ/1i—A°)...(d) [*], 


on aurait donc complètement 


ne 
de V(b+ar x), 
se OT op 
9251. Faisant g9—4, l'intégration de la formule diffé- 
rentielle 


Fr (Æ AE BOL CELL DE EE)... ). (6) 


[*] En effet, soit 
die arc {sin — JA)" eh are (sine BYS 
d’où FE fsInT À et sin ÿ —=B; mais 


sin (x Ey)=sin x cos y Æ cos x sin y = A V'i=B:+B VA; ; 


donc x+y—arc {sin = À ÿ/1—B: +B V1 — A2]; 


et substituant à la place de x et de y les valeurs respectives de 


ces lettres, on aura l’équation (d), 
4 Là 


SH APTE CEE hs) Ha) y+ (0° +0 
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dépendra de celle de la fraction Gore 


Fxdx b 
Va + dx + cx° stp SUR 
ainsi que nous l'ayons démontré à l’article 248. Or; 
le quintinome qui est sous le radical , pouvant être dé- 
composé en deux facteurs trinomes du second degré, 
la fraction (b) prendra alors la forme 


Fxdx 
MNCE NES ESICE NES) CS 
Soit fait 
“+ SHEY A 
T— 1 1+y di ..(d ); 


à et w représentant des fonctions indéterminées de 
a’, b', a" et b", et différentions l'équation (d), ce 
qui nous donnera | 


Sabstituant la valeur de x [ équat. (d)] dans le pre-- 
mier facteur trinome du dénominateur de l'équa- 
tion (c) Lil vient | 


+8'o+a)yt 
4 6R). 


fl est aisé de voir sans calcul que les deux facteuts 
\ trinomes du dénominateur de la fraction (c) étant de 
la même forme, et ne différant que par les accents 
de a et deb, on aura, par l'introduction de la valeur” 
de x Céquats (d)] das le second facteur trinome, ce 
second facteur qui deviendra 


Ge AC tn nm ANÇOS 


(+) 
, " Or, 
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Or, d'et w étant des quantités indéterminées , on peut 
en disposer de manière à faire évanouir dans les frac- 
&ions (f) et (g), les coefficiens de la première puis- 
sance de y , ce qui donne deux équations du second 
degré entre d' et w ; d'où on déduit, par les méthodes 


ordinaires d’élinñination, les équations » 
__ (a"-a)HV/T(a*-a) + (a"b'-a' a'b”)(b"-b")] @ 
M T2 En NO he D Te Le PU ee EE os A 
_(e-# )— Eu APCE 2 D frsien de ab") (B°-8")] ci) x 
$ a ent n'én 5 ? 


et il est aisé de voir que ces valeurs de à et de w 
peuvent toujours être considérées comme réelles, car 
a’ et b’ peuvent également représenter les coefliciens 

du premier ou du second trinome , et de même pour 
_æ" et D". Donc on peut toujours pr rendre (a'b'—ab") 
X (b°—b") positif ; d’où il s’ensuit Que les valeurs de à 
et w sont réelles. 


D'après ces valeurs de à et « en fonctions de/a’, b”", 
a", D”, les deux facteurs trinomes ( f) et (2) se pas 
ront respectivement à des fractions de la forme 


+R KHKy 
CITY G+y}’ 


ainsi le dénominateur de la transformée de la frac- 
tion (b) sera , en délivrant y‘ de son coefficient , de la 
forme 


Un mVPEg ES. 

(ay) | 
donc représentant par @y ce que devient Fx lorsqu'on 
y substitue la valeur de x ['équat. (d)], dans laquelle 
on a mis les valeurs de $ et  [ équat. (4) et (1)], 

| 23 
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: l 
et substituant à la place de dx sa val PÉURERR 
P sa valeur QG LYS 
en faisant 
PRE PAC CL ATEN 
+ ER 2 


FE équat. (A) et (:)], on aura pour transformée de 
Ja fraction (b) celle 


Moydy G) 
LE ATER AE NE 4 À 


n 
dans laquelle nous avons fait pour abréger, M — —. 
UD 
Or, il est aisé de voir que tant que oy renfermera des 
puissances entières et positives de y, et que ces puis- 
sances seront des nombres impairs, cette fraction (k) 
s'intégrera aisément, car soit > pr exemple, Ny**+' un 
des termes de M y ; on aura à intégrer la fraction 
différentielle 
Ny°".ydy 
Cp + qy° + 7°) 

qui, en faisant à ét A a gt Le Jdy => 2 dz , se transfor- 
mera en la fraction 


+ Nz'dz 
Vp+gz+ 
que nous savons intégrer ( art. 249 ). 


Si dans la décomposition du quintinome ‘affecte du 
signe radical [ éq. (b)] en deux trinomes [éq. (c)], 
on avait b’ — b", ce qui donne d— 0 et w —$5;on 

# 


, Q 1 0 b À 
n'aurait qu'à faire x — Mr ie alors les deux tri- 


nomes sous le signe radical de l'équation (c), se redui- 
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raient à deux binomes de la forme h +, h° + y»; 
ainsi on aurait par cette simple substitution , une trans- 
Formée de la forme de celle (k), et qui, de plus, joui- 
rait de l’avantage d’avoir gy en fonctions de puissances 
entières et positives de y, si Fx dans la proposée (b) , 
était une pareille fonction de x. 


259. Considérons enfin les fractions différentielles 
irrationnelles dans lesquelles le dénominateur se com- 
pose de plusieurs termes affectés de radicaux d'espèces 
différentes , telles que la fraction / 


Fxdx 
a b c ET 
vf) + V('x) + V2) + etc. 


Pour intégrer cette formule , ou du moins pour 
faciliter les moyens d'obtenir son intégrale exacte , il 
faut la dépécer en plusieurs fractions qui n'aient cha- 
cune qu’un terme radical , soit au numérateur, soit au 
dénominateur , suivant qu'il est plus commode dans 
l'intégration particulière de ces fractions d’ayoir le 
dénominateur ou le numérateur rationnel ; il faut donc 
chercher un facteur qui, multipliant les deux termes 
de la fraction proposée (a) , rende son#dénominateur 
rationnel; c’est ce dont nous allons nous occuper. 


Soit fait 


a b € 
3=VCfx) + V(Fz) + V(f'x) + ete, 
et chassonsles radicaux de cette équation par les moyens 
qu'enseigne l'algèbre , ce qui nous donnera une équa- 
tion rationnelle de la forme 
J"HAYT (Ex) + By"? (g'x)....+dr—o, 


dont il est évident qu’une des m racines est le dénomi- 
2e: 
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nateur de la fraction (a); ainsi Ox sera exactement 
divisible par ce dénominateur, et il est évident que le 
quotient sera un polynomeirrationnel ; car s’il était ra- 
tionne] , il s’ensuivrait que le produit de deux facteurs, 
dont l’un rationnel et l’autre irrationnel , serait une 
quantité rationnelle ®x, ce qui est absurde. On à 
donc v3 

| Û j. 
——$——— vx) + (0) +ete\0), 
VOx)+V(fx)+etc 
et par conséquent le dernier membre de cette équa- 
tion sera le facteur cherché. Ainsi, multipliant lesdeux 
termes de la fraction (a) par le second membre de 
l'équation (b}), il n'y aura plus qu'à intégrer les 


fractions é 


Erér Ex) Fxdx ÿC TC) 
TG A RUE CNE 


40234007: 


S'il était avantageux pour l'intégration de quelqu’une 
de ces fractions, par exemple de la première, de rendre 


le aumérateur rationnel, on multiplierait les deux 
€ 


termes de cette fraction par V(fix }‘T',.ce qui la 
changerait en une autre de la forme 


Frdx 
. LL 
gx VCfx)T 
dx 
Faisant y—Vi—a+ Vita, quarant et 
transposant, il vient 


EXEMPLE. Intégrer 


P—2=2Vi—zxt,; 
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quarrant encore et réduisant, on a 


J*— 4ÿ + 4x = 0 ; 

cette équation ayant évidemment pour racine le dé- 
nominateur de la fraction proposée , et le dernier terme 
4x étant le produit de toutes les racines de cette 
équation , on aura 4x qui sera un multiple exact de 
VO) + /(1+2°) ; et effectuant la division de 
la première de ces deux quantitéspar la seconde, l’on a 
pour quotient la formule 


2x° [Vi TEE ARE 0! 


qui, conséquemment , est le facteur par lequel on 
doit multiplier les deux termes de la fraction propo- 
sée , afin que son dénominateur soit rationnel. Ef- 
Fectuant cette multiplication, il vient 


CEE a A 


ax? 


et comme chacune des deux fractions mfépnaies 


AV Le dei T 
dit, et Mas s'intègre plus aisément 
21? 2x? " 


en rendant son numérateut rationnel , nous multiplie- 


rons les deux termes de la prenuère par V/1+2%, et 


les deux termes de la seconde par V/1—x*, ce qui 
nous donnera à intégrer 


dx Ai dx dx me dis, 
ox Vita VQ+HA) 22ÿie oVi-x 
Or, la première et la troisième fraction sont dans 


le cas d'intégration immédiate., ainsi que nous l'avons 
yu à l’article 214 , et se servant de la méthode enseignée 
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a cet article, on a 
f: dx dx 
2x V/C1 + 2) : J'oxt V’1 — x 
Vi+e— Vi 


2x 
De plus,ona 


Re 1/(x+Vi+a)léq (138), art. 207], 


et- Lee 7 arc (sin=— x)[ éq. (134), art. 2061: 


donc rassemblant ces quatre intégrales particulières , 
on aura l'intégrale de la fraction proposée. 


CHAPITRE IV. 


De lintègration par les séries des formules 
différentielles algébriques qu'on ne peut in- 
tésrer exactement , et de l'intégration des 
formules! différentielles logarithmiques et 
exponentielles. 


253. Tovurss fonctions différentielles d’une seule 
variable pouvant être développées en une suite finie 
ou indéfinie de monomes différentiels , il n’en est pas 
dont on ne puisse trouver l'intégrale par une suite 
finie ou indéfinie de termes qui sont tous algébriques, 
ou seulement transcendans par les logarithmes , lors- 
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qu'il se rencontrera dans le développement de la frac- 


#ypèene adx 
tion différentielle proposée un terme de la forme —-. 
4 


Mais si l’on en excepte les cas où le développement 
de la fonction en question donne une suite finie de 
termes, tel est , par exemple , le premier cas d’inté- 
gration immédiate ( art. 211) ,ondoit, autant quecela 
se peut, éviter cette méthode d'intégration, puisqu'elle 
donnerait une intégrale seulement approchée de telle 
fonction différentielle dont on aurait pu avoir l'intégrale 
finie parles méthodes enseignées dans les chapitres pré-. 


cédens. Par exemple , la formule xdx V/1--2x étant 
développée, donne 


xdx + x°dx — + x$dx + Lx'dx — etc. 


Ainsi l'intégrale de la proposée serait donnée seulement 
avec approximation par la suite indéfinie 


Cependant en se rappelant de ce qui a été dit à l’article: 
212, on yoit que l'intégrale exacte de la proposée est 


1/1 + 2x) + const. 

254. Mais lorsqu’après avoir bien vérifié que la pro- 
posée n’est pas dansle cas de l'intégration exacte, on 
voudra cependant l'avoir avec approximation, on sera 
obligé de recourir à la méthode des séries : il en sera 
de même lorsqu'on voudra avoir en termes algébriques, 
les intégrales de certaines fonctions différentielles dont 
l'intégration dépend du cercle ou des logarithmes, 
Par exemple , nous avons précédemment ramené plu- 


d Ut 
—— dont l'intégrale 


+ 


sieurs intégrations à celle de 
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i 17 + x L'ÉERE: x4 
2 V/—1 1— x Word 1 
[ équat. (135) et (186)]; mais si nous avions voulu 
avoir cés intégrales en termes algébriques , nous aurions 


est arc ( tang = x), ou 


L 


, “ 1 . dx ET RE 
été obligés de développer la fraction ———— en série 


1+xx 
indéfinie , et ensuite d'intégrer les termes de cette série; 
ou bien il aurait fallu faire 


dx are 2 3 . 5 F: 
set Bx° + Cx° + Dif + Fx° + etc. 


À ,B..... étant des coefficiens indéterminés , ensuite 
différentiant cette dernière équation, divisant par dx, 
enfin multipliant par 1 + x°, on aurait eu 


1—=ALoBxr+(5C+A) x? 
+ (4D + 9B) a+ (SE + 3C)zxf+etc., 


et cette dernière équation devant avoir lieu indépen- 
damment des valeurs de x, il en serait résulté 


Ah ot CS Distlo, Er, ete 


Donc 
dx 
Î= pe arc ( tang = x) 


Cette intégrale est complète, car lorsque x 0, on 
a’arc (tang = d) — 0. 

Il est aisé de voir que la série (a) est convergente 
pour les arcs compris dans le quart de circonférence 
du cercle , mais qu'ensuite elle devient divergente ; 
d'ailleurs lors même que x <C 1, cette série yRopyerse 
lentement. 
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255. Cependant lorsqu'on est obligé de recourir à 
l'intégration par série , qui est la dernière ressource du 
calcul intégral , il faut du moins chercher à obtenir une 
suite très-convergente , afin d’avoir l'intégrale demandée 
avec une approximation suflisante dans le’ moindre 
nombre de termes possible. Nous allons commencer 
par donner une formule assez commode pour parvenir 


à ce but dans certains cas. 
grn+i 


Différentiant la formule Ca dah» on a sä 
différentielle 


__(mn+i)z"%dx  bm(n+i1) am) Tr 


(a+ br) Ca pas 
donc ; 
x'"dx 1 anti 


Ca ban Je ni Qopéasje 


__bm(n+1) EE DCE TE | 
Mimet ans (ACHETE 


Mettant successivement dans cette dernière formule 
n—i,n-2,n+3,...à la place de n, il viendra une 
suite d'équations qui auront chacune pour premier 
membre le facteur intégral du dernier terme de l’équa- 
tion qui la précède immédiatement ; ainsi, par des 
substitutions successives, on trouvera l'équation 


Mn es \1 HT, 
Sr us mn 3 : . CaLhamprri 
(n+-1) bm Een 
en eat 
_ RONGEURS NT ET aEr 
+ En(nd1)+#1][m(n+ 2)+1]" (a+ bx")? + cte. | 
- const..... - (198) à 


dont la série peut se prolonger autant qu’on le desire 
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sans de nouveaux calculs; car la loi qui régit ses termes 
se présente d’une Anigre évidente. 


Appliquons cette formule, (198) à la recherche de 
la longueur approchée de arc (tang— x) dont nous 


savons que la différentielle est . Comparant 


1 + xx 


z""dx 


COS 


MERS MES D QE Ar, Dr, 


cette dernière fraction avec celle ,0n à 


et substituant ces valeurs dans l'équation (198), ïl 
vient l'intégrale 


dx Le 
fe — arc (tang=— = à +5 Ha 


2.9 x he 2.3.9 x 
3.5 (i+z°} 3.57 7 (1+x* (i+zx) 
249 4:01 x 


PSS Q+x Gant ete. |. Ve ee .(a} 


qui est complète ; car lorsque x=0o,ona 


AOIans Te 0: 


Cette série converge toujours quelle que soit la valeur 
et le signe de la tangente x, car le terme général de 
cette série est 


2.3....1 91 je 
8.5....(on<+1) (1+x*)"? 
et si de ce terme on retranche celui 
3...(71+41) om  y2r+2 


3.5...(2n+3) (Lx): 
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qui le suit immédiatement, on aura pour différence la 
quantité 

2.5,.44709" (on+3+r?) x? 
5.5....(an-Li)(anL3) (ha) 


qui ne peut jamais être négative quelle que soit la 
valeur réelle de la tangente x ; ainsi la série (a) con- 
verge pour toutes les valeurs de x » avantage que n'a pas 
Faite (a) de l’article précédent. 


Pour obtenir de la série (&) de cet article une valeur 
encore plus convergente de arc (tang — x}, soit fait 
cette dernière quantité — y, d’où on déduit 


1 
COS* y ? 1+4-x* 


2 


Et ——— 
_1+x* 


1x = 


— COS y sin y = ; Sin 2y 


== sin ; 
done 


sin 2 SUN NAN 
y ou arc (tang=x) = 2]: + Zn + > siny 


+55 sin ny + ET ET sinty + ete. |. aie Or 


256. Mais l’une des formules les plus g pénétales pour 
intégrer par des séries les fonctions diérentielles qui 
ne peuvent s'intégrer exactement , est celle de Jean 
Bernoulli que nous allons démontrer. 


De l'équation aux intégrales réciproques (148) 
Cart. 217 |, on déduit aisément qu'avant les différen— 
tiations effectuées de Fret fx, on avait 


JFxd.fx = Fxfx — [ fxd.Fx....(a). 


Cela posé , si l’on veut intégrer la formule exdx, l’équa- 
tion précédente (a) donnera celle 


/ 


fexdx = xex — fxd.px......(b}. 


364 INTÉGRATION DES FONCTIONS 
Mais | 
d.cx 
À En CE EN Le 7 à UE D 
donc faisant 


2 
die xdx ,; doù fx =" et Fri | 
l'équation (a) donnera celle 


d.@x x? d.ox 
xdx —— , où fxd.gx = —"— 1 fn... (co), 
dans laquelle nous avons , ainsi que nous le ferons 
toujours tant que nous ne nous occuperons que des 
fonctions d’une seule variable , considéré dr comme 
une quantité constante (voyez l’art. 40) ; mais 


dd.dx. 4, dd.ox 
Le sm 2 JCUSR ns. 


donc faisant 


| “ » ASP dut __ dd.@x, 
d.fe = xdx, Aoû ft=% HOLD LE Ta à 


l'équation (a) donnera 6 
fx°dd .px _ x° dd.@x Lux d>. ox 


a 5 | ——— ......: d) ; 
PA CRE A APP (@; 
et continuant de même , on trouvera que généralement 


r'd'ox ax“ d'.ox : J'nn 
———— 2  ———Ù  ————— —— — ————....(e). 
DE: n+1 dx na dx" 


On formera donc de cette manière une suite indé- 
finie d'équations (b}), (c), (d)..... telles que le pre- 
mier membre de chacune d'elles sera le facteur inté- 
gral du dernier terme de l’équation immédiatement pré- 
cédente. Ainsi on obtiendra par des substitutions suc- 
cessives , l'équation 


Les 
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194 x? d.ox 
Jexdx = xx — AUD 


2 dd.ox LT ER #7 : 
Vs Fr NAS de on ie er 90) EUR 


ne 


dx 
EXEMPLE. Intégrer —— par une suite de termes 
pan à 
alyébriques. 


Comparant la formule proposée avec celle gxdx ,ona 


LES 


[*] Par le moyen de cette formule, on peut obtenir un dévelop- 
ë LYS 4 : ; à 
pement de la fraction rs Qui est assez curieux, et bien plus satis- 
n 


faisant que celni 1— n + n°— n3 + etc. qui résulte de la division 
de 1 par 1+n, lequel est divergent lorsque n => 1, et se compose 
d’un nombre indéfini de termes lors même que 7 est un nombre 
entier et positif. 


Si pour intégrer x"dx , on se sert de la formule (199) , on aura 
complètement 


nn) ,,  nfn—1){n—2) 


ami +etc. 
Has 4 d 


fr'dx=2+: PAL ER E + anti 
2 


en prenant l’intégrale — o lorsque x = 0. Mais on sait d’autre part 


sax +1 à 
que fx”dx = F2; Sans Constante, dans la même hypothèse que 


Vintégrale s’évanouit lorsque x = 0 ; donc égalant ces deux valeurs 
de fxdx , on aura 


ï n n(n—1) n (n—1)(n—2) 


—— = 1—- —  —— + etc. 


A+I1 ne He 2.3.4 


! 
Cette série qui est la même que celle des coefficiens du dévelop- 
pement de la puissance 7 d’un binome , en divisant chaque terme 
de cette dernière suite par le nombre qui indique la place de ce 
terme , est évidemment finie lorsque #7 est un nombre entier et 


positif. 
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d'où , par des différentiations successives, on tire 
DUT) CET EEE 2 
MEN CE x) Ve RES e 
A NEC eat 
ne L'AUOP SRE 


et substituant ces valeurs dans l’équation (199), on a 
complètement 


dx 
fteto sen 


s + # 
À RE pe Den de PE HN à 


D. 1 


etc., 


Prenant le signe positif de cette dernière équation et 


, on à celle 


faisant x — 


dioe.: L 


=l(z—1)+: EVE = + gs ete. 


- dont la série est assez convergente, mais ‘l’est moins 
que celle obtenue par la simple algèbre , et qui donne 
également le logarithme d’un nombre z par le moyen 
de celui du nombre immédiatement inférieur z — 1. 
L Voyez mon Algèbre, équat. (72), $ 155]. 

257. Je vais donner dans cet article une méthode 
fort simple et nouvelle , du moins à ma connaissance , 
pour intégrer, par les séries. 

Soit XPdx la formule différée qu’on veut inté- . 
grer, et dans laquelle X est une fonction algébrique 
quelconque de x, et p un nombre réel quelconque 
différent de l'unité prise négativement. 


Posons l’équation 


JXPdx = EXPHLE XPH EXP Let... (a), 
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dans laquelle £, £’,".... sont des fonctions indéter- 
minées de x , et SE Run cette équation, ce qui 


nous donnera celle 


O=(p+1)EX'dr) XP4(p+0) EE X'dx) XP+1 
— dx) + a 
+ (p+3) Fa — etc...... (b), 
+de 
dans laquelle on a fait dX — X'dx, et qui devant 
avoir lieu indépendamment des valeurs de X, sera gé- 
néralement satisfaite en faisant chaque coefficient égal 
à zéro ; on aura donc 


CEE 5 ; 
ss (p+5) X'dr 
Différentiant la première de ces équations , faisant 
dX'=— X'dx, et substituant la valeur de d: dans la 
seconde équation ,on a 
RO don 
— —. 
(pa) On aa 
De même différentiant cette dernière équation, faisant 


dX"— X"dx, et substituant la valeur de d;’ dans É 
troisième Éation du groupe (c),on a 


pu BX'a XX 
— G+aj(p+a)(p +8) X° 


enfin , continuant de semblables calculs , on trouvera 
par des différentiations et substitutions successives , 


3 
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autant de valeurs d’autres fonctions indéterminées 
£°, 1%... de x en fonctions connues X’, X", X”.... 
de la même variable, qu’on voudra en avoir. 


Substituant ces valeurs de £, £", £".... dans l’équa- 
tion (a),on a 


XP+t X'"XP+3 
XPdx = ->— DU CR ME CNE NE EL 
Lei (p+1i)X (p+1i)(p—1)X"* 
(3X"2— ANNE) XP+3 


+ 5 DORE 2) Co LE)XE etc... (200) 


APPLICATIONS I. Jntéorer la formule 
x"dx (a + bx"—L ox H etc. }7 
par les séries. 


Il est aisé de voir que si l’on entre le facteur x* 
sous le lien de la puissance p, la formule proposée 
sera de la forme X?dx, et par conséquent son inté- 
gration par les séries n’offrira plus aucune difficulté 
en se servant de l’équation (200). 


IT. Intégrer par Les séries la formule 4x W1+xx. 
Nous avons p= + et X—=1+xx; donc 
TASSE ; PAATE ET D 2.13 À 
Xe nn AO RATE 


et substituant ces valeurs dans l’équation (200), on 
a celle par série 


3 3 
fa Q-+re) = SE + S. = 
4 Le + etc. + const....... (A). 


qui peut se continuer indéhniment et sans plus de 
calculs 
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calculs , car la loi qui régit ses termes se montre d’une 
manière bien évidente. 


258. Il est à propos, lorsqu'une méthode générale 
d'intégrer par les séries ne donne pas dans quelques 
cas particuliers où on l’applique, des suites convergentes 
dans tout leur cours, ou pas assez convergentes, de 
modifier cette méthode de manière à la rendre la plus 
favorable possible au cas que l'on traite. Je ne puis 
donner des règles générales pour ces modifications, 
car elles tiennent principalement à l'habitude du calcul 


et à la sagacité du calculateur , mais je vais en donner 
un exemple. 


L’équation (h) de l'article précédent a son second 
membre qui ne converge que jusqu'au terme où l’ex- 


posant de 1+xx cesse d’être <Z que 22*+1. En effet, 
le mi" terme de Icette suite étant 


(1+zxx) ? | 
(2m—1)(2m+i)ax"r? 
le terme suivant sera | ie 
| 2m+3 ” 
Gate) 
(2m+i)(om+3)z"t" 
Afin que la série soit convergente, il faut que 
143, (1R2%8) 


2M1 . | 
re er ——————Î>%—— —— O 9 2 CRT EURE: Û TH 
2m—17 (om +3) x°? Pere p ainsi ; 


: om 1 
du moment que l'exposant _ de x°+4-1 qui va 


toujours en croissant , sera > 2x*<1, la suite (4) de 
l’article précédent divergera. Cherchons donc à trouver 


l'intégrale de dx V1+ xx par une suite convergente 


24 
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dans tout son cours. Pour y parvenir , modifions la 


méthode générale de l’article 257 en posant l'équation 
fdcV' à 4x —E (itax) LE (1Hxx): * 
à AN hs : 
+ ÉtGitax) HE (1+xx) *Hetc....(a), 
dans laquelle #, £"...,.. sont des fonctions indéter- 
minées de x. 


Différentiant cette équation (a), passant tous les 
termes dans le second membre, et ordonnant par rap- 
port aux puissances de 1+4-xx, on a l'équation 


0 — dE (i LR rte Gibxx) : 
LAS el +de } k | 
Re 1H) Fo de 10 Lxx) See …(b) 
+dË' +4" | 


qui , évidemment , ne peut avoir généralement lieu 
qu’en faisant chacun des coeîliciens des différentes 
puissances de 1 +æx égal à zéro, ce qui donne les 
égalités 
dé = dx nent» 
Le 


dé =—xidal | —=— frdx — 3 


5 
dé"=x£ dr \d'où (Et — 1 fridx—— 


£ ! E 024 
d"— Sri" dx = ë dx =——, 
5:7 


etc. etc. 


et substituant ces valeurs dans l'équation (b), il vient 
celle 
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À 
.VQG + zx) 
we. 
As AS 3.5.(1 __. nb pe OL 5.7. +ax) 


af | 
EE — AR Ne +- etc 4 + const.... Le 


dont la série est évidemment convérgente dans tout son 
cours : en effet, le m'°#"° terme de cette série étant 


à RAD TEE 


À x2(m—r) 
m1) @m+i)G Far) 
le suivant est 
3 Do 
Cam +1) (am+8) (1 +ax)"? 
donc pour que la série converge, il faut que l’on ait 
1 


œ k Me 2 AU 
AE AT OL ce) ou ARE a 


ce qui ne peut être autrement quelle que soit la valeur 
réelle positive ou négative de x. « 
Si l’on prend dans l'équation (201) l'intégrale nulle 
lorsque x — 0 , on aura const — ©. 


Mais d'un autre côté l’on a 
fdx Vi pu f LÉ ch 
Feet : Vi c 


ét comparant identiquement le dernier terme intégral 


de l’équation (c) avec le premier de l'équation (150) 
‘Cart. 218 |, il vient 
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or, n —im2 —oi devant donner pour À une valeur 
entière et positive, on a 2 == 1. Substituant ces valeurs 
dans l'équation (150), et prenant le signe négatif du 
dernier terme à cause de : nombre impair, il vient 


a°dx ‘ PRE Lh 
rumru AS + x ) 2 Vitar 


enfin substituant cette valeur dans l'équation (c), et 
se dr ss que 


z= 
LE ns = (+ Vi) [éq. (138), art. 207], 
on aura complètement 


dx V'itrr=ifrV ia (xt Vi+xx)]..(d), 


en prenant, comme pour l'intégration par série, l'in- 
tégrale égale à zéro lorsque x — o. 


De l'équation (d) on tire 
d(x+ Vi+zx) = D fdxV/itzxx—xVitzz, 


et substituant dans cette équation la valeur de 


fdxV{1+xx donnée par l'équation (201), on a 


Î nt V’itzxxz) =x Vita— _—. 


1 Fe #rd Tr 
x| à RER GE MS + cr tete | “ds (e). 


J'ai déduit de cette formule, dans mes Mélanges 

mathématiques , pages 31 et 32, une nouvelle expres- 

-sion très-convergente du logarithme d’un nombre sans 
passer par les logarithmes antérieurs. 
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25q. Il semble au premier aspect, que la méthode 
particulière qui nous a si bien réussi pour obtenir l'in= 
tégrale de dx Vi—+xx par une série convergente 
dans tout son cours (art. 258), pourrait , en se géné 
ralisant par la substitution de X , qui représenté une 
fonction algébrique quelconque de x, à la place de la 
fonction particulière W/1+ xx, être d’une utilité aussi 
précieuse dans les intégrations par séries de toutes les 
fonctions différentielles algébriques , et devenir par là 
plus avantageuse que les méthodes enseignées auxarticles 
256 et 257.: MUis ilest aisé de s’assurér du contraire ; car 
si, suivant la méthode de l’article 258 , on posait, tou 
fonnément à l'équation (a) du même drhiote. celle 


SXPdx — EXP HE XPU LE XP EL etc... .(a), 
4 #, 
on aurait, en la différentiant, l'équation 


a = dé } RH HMS 1e 


dx + d; 
nr RATS 


#.. 
qui serait généralement satisfaite en égalant chaque 
coefficient de X à zéro , d’où ÉAteraient autant d'é- 
quations différentielles SR: indéterminées £, £, 20. 
mais quine pourraient donner les valeurs de ces dernières. 
fonctions, que par des intégrations et substitutions suc- 
cessives ; au lieu que par la méthode générale de l’ar- 
ticle 257 , ona ces mêmes indéterminées par de simples. 
substitutions et différentiations successives, ce qui est 
beaucoup plus simple et plus facile dans. un grand 
nombre de cas. (Cependant dans quelques cas parti- 
culiers , tels que celui que nous avons traité à l’ar— 
ticle 258, les intégrätions à effectuer étant aussi faciles. 
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que les différentiations les plus simples , l'inconvénient 
en question a disparu, et il en est résulté une forme 
beaucoup plus avantageuse pour Pintégrale par série 
de dr Vi+ xx. ù 

260. Quoique nous n’ayions considéré dans l’article 
257, la lettre X que comme représentant une fonction 
algébrique de x, on pourrait, dans certains cas, et 
même avec quelques avantages sur toutes lesautres mé- 
thodes, se servir de Ja méthode de Particle 257 pour 
intégrer X?dx , lorsque X représente une, quantité 
D dé Par EE g , Soit X = x, d’où 


ere he x" (= 5 dX" ref : 
—— RATER 


. o 
x" (= a) AE à 


Substituant ces valeurs dans l'équation (200), on a celle 


(mn 2) | AE. ARCS. 
AE C: _p+2  (p+2Xp+5) ae] 


dont la série devient pour toujours convergente du mo- 
ment que pn+1 sera >> /x, en représentant par n le 
nombre variable qui indique 14 rang de chaque terme 


de la série. 

: En employant pour obtenir l'intégrale de la même 
formule (/x}?dx , une méthode semblable à celle de 
l’article 258 , et que nous ayons généralisée à l’article 
259 , on aura l'équation 


{dx Elx)r = x (x) — px (lx}P— 1 +p (p—1) x (/x}Pr2 


gont la série devient pour toujours divergente lorsque 
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p—n-b1 est © /x, en représentant toujours par » le 
même nombre variable que précédemment. 


261. Nous allons maintenant nous occuper de l’inté- 
gration générale des quantités logarithmiques , et nous 
commencerons par chercher l'intégrale de la formule 
Xdx(/x}?, dans laquelle X représente une fonction 
algébrique de x, et en premier lieu, p un nombre en- 
tier et positif. Faisons 


fXdr=E, [EE g, (= gr | 

D Do 

fazer...) Je E REY % 
TL 


et nous aurons d'abord 
dE (a) = Xdx (Le Hp , 
d’où 


SXdx y = Ep [SE 


ea RE (c}, 
et par conséquent nous aurons aussi les équations 
| JE (x) = Gay —p—1) fE (Lx 
se ER rap) PE (y 


(p—2)/ 
FE É dx — eh A ME — £OY 


qui ont chacune pour premier membre le facteur 
intégral du dernier terme de l’équation qui précède 
immédiatement ; donc par des substitutions succes- 
sives depuis l'équation (c) jusqu'à la dernière en (d}),. 


(a 
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il viendra 


[Xe (ÿ = E (x) pl (le) tp (pr) £' (Y 
....£ p(p—1)....2.1£CPY + const....(203), 


le signe + lorsque p est un nombre pair, le signe — 
dans le cas contraire. 


Cette équation a son second membre composé d’un 
nombre limité de termes, lorsque p est un nombre 
_entier et positif ; mais il ne faut pas conclure de là 
que toutes les fois que l’exposant p est un nombre 
tel que nous le supposons dans ce moment , l'intégrale 
de Xdx (lx} soit donnée exactement, car les inté— 
grales particulières représentées par £, £’...... £GY 
peuvent n'être elles-mêmes données que par approxi- 
mation. 

Si p n’était pas un nombre entier et positif , la série 
de l’équation (203) serait infinie, en exceptant pour- 

2. ; a : 
tant le cas où X serait — —; car dans ce dernier 
x 
cas , quelle que fût la valeur de p différente de l'unité 


négative , on aurait 


J = Gay = Des EP PE AA 


et si, pour la même valeur de X on avait p——1, 
alors on aurait 


ee (x)7= 1 (lx) Æ const..:..(205). 


dx .}x 
EXEMPLES. I. Intégrer : 


Comparant cette quantité à la formule générale 
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Xdx (lx}, il vient 
1 
Lun 


D) = AAN EU RREEES 


d'où pets Se de F1 


et £ — fic af fxdx+- ete 
x + ix Hi H'etc. 


Substituant ces valeurs dans l'équation (203) , on a 


[<= — const — /xl(1—7x) 


1 — 


x x? x 
L PRE EP — etc. eee, € 3j 
+E+T + Ter. |...0 
Si l'intégrale devait s’évanouir lorsque x —1, on aurait 
const 1 HI+it+L EL etc. à l'infini =}, 


en représentant toujours par 7 la demi-circonférence 
du cercle dont le rayon est l’unité o. , ce qui don- 
neroït complètement | 


(ES rt el CA EE) 


2 3 
— C: Ro < + = ete. |......(). 


(*) On sait que 


sin © 2 © 
= + — 7 —etc.; 


& 2.3 2.3.4.5 


er, en exceptant le cas où faisant sin & — o en même temps que 


: Te RC ir TR 7 HÉN RS 
#0, ce Qui donnerait = = 1, il ést clair Que toute autre valeur 
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On peut intégrer la même formule différentielle d'une 
autre manière que nous allons mentionner , parce que 
l'intégrale que nous trouverons concurremment avec 
celle (h) ,nous conduira à trouver la somme d'une suite 
indéhinie de termes qui, à ma Connaissance , n’ayait pas 


encôre été sommée. 
# 


de « qui rendra sinæ® —o, sera un multiple de +; donc les. 
racines de l’équation 


2 4 
SE a CA" cons es 


CAES SR NS TEE ï : 
sont æ, 27, 37...... à l'infini. Ainsi faisant æ? — 7» ce qui 


transforme l’équation en celle 
q 


- OZ I — — CiC. 


ï 
RL 
2 DNS 3.044200 
et multipliant cette équation par AŸ, on aura celle 


PAR ET SP RR xD 1 un En oD ie die ete: se ete 0 (8) ; 


3194 2.3:419 
dont il est évident , d’après l’équation de relation entre ® et à ; 


que les racines + 
TND 7 ù ST NS 
— , etc, à l'infini; 
É ga 


72 ? 47? 4 


. d'Ue: x 
donc, d’après la théorie des équations, le coefficient 3 du 


second terme de l’équation (g) pris avec un signe contrance, est 
égal à la somme 


1 ï ï PTE 
— |r+s + - + etc. à l'infini |, 
72 4 9 
d’où l’on tire 
T Y Y ls: : L 
1+5+- + — + etc. à l’infini — & #3. 


4 9 16 


C’est Jean Bernoulli qui le premier a trouvé ce résultat remarquable. 
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Faisant y—1—x, d'où x—1—7y et dx =—dy, 


on a 
dxlx à. - [$ L(1— y). 
Je 1x TS bros 


a 3 
=y +7 HÈ HE + etc. + const ; 


ou, mettant pour y sa valeur 1 — x , il vient complè- 
tement 


des UE 
sa 2 ————— Hetc........ (2), 


= 


en prenant, comme précédemment, l’intégrale nulle 
lorsque x = 1. 


Egalant les valeurs de [= —— —. prises dans les équa- 
tions (h}) et (z}, et isolant de deux séries dans le 
second membre , on a 

Y'A ER dre 
a anni plQr AN "as dre æ) CRE re etc. 


;\ 


et faisant x—2},0on a, toutes réductions faites, 
# 
1 1 1 OUR 
Ds ah Aie 
6 1ra0 


de — PE + etc. à l'infini... .... (206) [*]: 


{*} Retranchant cette équation de celle 


NEA LE Histe | 
6 UO | 
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IT. Jntégrer x"dx ( Ix }P. 


Nous ayons dans cet exemple, X = x" ; doné les 
équations groupées en (b) nous donneront 


<ht , xt NS arr! 
QU en DU à etc. 
Émtr, = Gmpi) P= mi) 


et substituant ces valeurs dans l'équation (203), nous 
aurons 


fx"dx (x) = [ « x P—— 
ak Gun PE (x y — PLPEr CR SE 0) LENIE 


ci GR 


RAI æ (n+1) 
RE Po ne) + const....(207), 


le signe positif lorsque m est un nombre pair, le négatif 
dans le cas contraire. 


Si m——1, alors la formule précédente ne peut 
lus servir ; mais dans ce cas , la formule différentielle 
>] ? 


étant (/x}Pd.(lx), son intégrale est ———. | 
PT! 

262. Si p était un nombre négatif, alors les ex- 
posans de /x dans la formule (203) iraient toujours 
en augmentant ; mais on peut dans ce cas-là ‘trouver 
une intégrale qui n'a pas cet inconvénient. 


démontrée dans le renvoi brsotens , on a Fl’équation suivante et 
assez remarquable 


2— 7 22— I 2— 7 28—7 


+ 


(b} = Za + ga 16.2 + ES | + etc. à l'infini. 
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En effet, 
Xdxr FAR dut 
Cp TG? 
dx" .— 1 
et NE PP QT NE 
Te (par) CP 
donc 
Xdzx — XX d.Xx 
ee (a). 


GP GG pi) Go 
Soit maintenant 
d.Xx=X'dx, d.X'x—X"dx, d.X'"x—X"dx, etc... (b) j 


la valeur de d. Xx substituée dans l’équation (a) L 
donne 


X dr Xzx fs IDE 
COR CENCS EN = Ga}? 
et par conséquent on a successivement 
CUS X'x 1 X'"dx 
Ce} Gas tps J (y? 
X"dx X'"x "RUE 1 X"dx 
(x Pa — Tel p—5) (lx)P—$ p— (x}P3* 


etc. 


Or, chacune de ces équations ayant pour premier 
membre le facteur intégral du dernier terme de 
l'équation qui la précède immédiatement , on aura 
par une suite de substitutions successives, l'équation 
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Xdx A4 
CT. (p—n) CEM 

| XP OX (ZE) X" (x) 

Ë F5 G)(p—5) | (p=u)(p—3) 4) 


X (PME Cyr E XCP- Ydx 
CE CN Fra. ES 6e 


dans laquelle la série est d’un nombre limité de termes 
sipestun nombre entier et positif, et alors le dernier 
terme de la série sera celui que nous ayons écrit dans la 
Formule précédente ; mais si p n'était pas un nombre 
entier et positif, il faudrait supprimer le dernier 
terme de la série de la formule (208), et continuer 
indéfiniment cette série d’après la loi qui régit ses 
termes. 


263. Cependant, lors même . pe est un nombre 


entier et positif, l'intégrale de —— © nepeut s’obtenir 


(x) ; 

‘ «a . 
exactement que si KEY = ; car dans ce dernier 
cas on a: | 

PP ATNE d.lx 
—— = a | —— = allx, 
Lx Le 


‘ 


et pour tout autre cas, le terme intégral du second 
membre de l'équation (208) n’est donné qu'approxi- 
mativement par une ou plusieurs séries d'un nombre 
infini de termes qui sont régies par une même loi auf 
nous allons déterminer. 


rm, APR) dre 
L'intégration de la fraction 7; —— peut toujours 


être ramenée aux intégrations: d’un certain nombre 


de fractions telles que celle . 
ZX 


, dans laquelle #1 
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est un nombre RE Soit donc x"+1— sh d'où 


Te 
1 PLU 
LM YF | dé — Œaur Fi d et {x — y, 
Xi Tats m 1 y" HF m … Yo 
Ce qui donnera 


\ x"dx do) dy. 


il ne s’agit donc plus que de trouver l'intégrale de la 


. d e ° \ \ Q LU 4 
fraction 7 qui, quoique très-simple , ne peut s'intégrer 
2 


que par une série infinie. Voici une manière d'obtenir 
cette intégrale illimitée. Soit 


eur LL? u3 
du, d'où y—=ituk+e + etc; 
donc 
= en fdu + - = fudu + 2 fdu + etc. 


11, u3 
—= lu + ire Tax tetc., 


et substituant la valeur de  , on a 


dy GY OL ON 
JE TRE er tit 


par conséquent Le (71 )i?"° terme est ANT ET PSE 
ainsi la suite (209) est HAE tant que n° est 
<T(n—1)/ly; mais du moment que n° devient 
D (nt —1)1y, la suite en question devient pour tou- 
jours convergente. L 


Fe 
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Substituant dans la MU (209) la valeur x”*! 
dé y, il vient 


A 1) EL Sn? SL RME 


(m + 1ÿ > 
GE GE 


je À 
Il est aisé de voir que # représentant le même nombre 
que précédemment, cette série sera divergente tant 
que n° sera <T(n—1)(m—1)/x;et qu'elle devien- 
dra pour toujours convergente du moment que n° sera 
> (n—1)(m—2) /x. 


Nous trouverons à l’article 267 , des intégrales par 


Ly x*“dx 
des suites infinies des mêmes quantités > et ee 


qui, à l'inverse de celles (209) et (210), convergeront 
dans le commencement, et divergeront ensuite à per- 
pétuité. 


ne A Re LUE à const...(210)[*]. 


Pour faire une application des théories développées 
dans l’article D de et dans celui-ci, proposons- 


nous d'intégrer = RE _. 
Nous avons X = x", d’où 
d. m+1 
S Cr D = (m4 i)a, X° = (m4 1} x", 
= es k ANCIEN En)? 


[*] Le premier terme de cette série devrait être Z[(m + 1) x]; 
mais à cause que celte dernière quantité est = / (m +1) + lix et 
que Z'{m + 1)est une quantité constante, je l’ai rejetée dans la 
constante indéterminée de l’intégrale. 


['equat. 


# 
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f équat. (b), art. 262 ], et substituant ces valeurs dans 
AT ad» _, 
l'équation (208) , ainsi que celle de f je Eéquat: © 
(210)],ona 


Fee —2"+! mit (m—+i1} 
RARES; a 
je (ÿ — A mise Pen 


(m+1) : (m+1}7 He 
TE—)p—3) 0 —ÿ( DE ar (p— =] 


+ nm La (mi )/x+ = ra à (Lx) etc. | 
 const........(211). 


 Sim——1, la formule précédente se réduit à celle 


RTE FM 
Eee Gp) CE Et (219), 


ce qui au reste pourrait se déduire à priori de la 
formule diFérentielle placée sous le signe d'intégration 


puisque — — d.lx. 


. Passons maintenant à l'intégration des différentielles 
exponentielles. 


264. Lorsqu'on aura à intégrer des différentielles dans 
lesquelles il n’entrera que des fonctions de quantités 
exponentielles du premier genre et du premier ordre, 
telles que celles généralement représentées par F(a*)dx, 
les intégrations se réduiront à celles de simples diffé- 
rentielles algébriques. En effet, faisant a° —y, d'où 


EE _ , il ne restera plus qu’à intégrer la diffé- 
rentielle algébrique f (y ) dy. 


Par exemple, soit proposé d' intégrer la différentielle | 
29 
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_adx. 
dy 

laV1i — y* 


exponentielle Faisant a° — y, on a la 


transformée 


dont l'intégrale est 


1 . 
» ci (sn—=#); 


donc 


er v Tr = ne arc ( sin «a*) + const. 


265. Mais si la différentielle proposée renferme, 
outre les quantités exponentielles , des fonctions al- 
gébriques, il faut recourir aux intégrations réciproques, 
en décomposant la quantité proposée en deux parties 
dont l’une se compose du produit de la différentielle de 
la variable par la fonction exponentielle (*), et l’autre 
du facteur variable algébrique. Par exemple, soit pro- 
posé d'intégrer la quantité Xa*dx, dans laquelle X 
représente une fonction algébrique quelconque de x, 


nous décomposerons cette quantité en ses deux facteurs 
T 


a 
X et a”dzx, et puisque fa*dxr — Ja» NOUS aurons par 
les intégrations réciproques , l'équation 


Xa7 


[Xadx pars ÿ;; ms 


—; fa“dX.......(a). 


(*) Il est bien entendu que si la différentielle proposée est un 
polynome, on ne considère snccessivement qu’un seul terme lors- 
que les quantités exponentielles ne sont pas les mêmes dans plusieurs 
termes; et que si une même quantité exponentielle se trouve dans 
plusieurs termes, on ne considère à la fois que cette partie du po- 
Jynome donné. Il est très-souvent plus commode, même dans ce 
dernier cas, d'opérer successivement sur chacun des termes du po- 
Îynome différentiel proposé. 


! 
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Soit maintenant fait 
NX EN AX = X'dr AXT=XKX EX, etc..,...(b), 


ce qui donnera par des substitutions successives. dans 
l'équation (a) , celle 


f'Kardz = À — à [X'a*dx 
Xar : X'ar 


Ne à # 4 
la (laÿ ? us FRÈRE. 
2 Ka à X'a= nai à 


TR Aa ex) LS } 


donc généralement , 


dr X'a“dz, etc. 


fé X’ X" 
fXa de =T Lx-Z + — Taÿ k ete. | 
2 const....... (213). 


Si a—à la basé e du système des logarithmes natu- 
rels, la formule précédente éprouve une Me à 
qu ' est bien aisé d’apercevoir. 

Lorsque la fonction algébrique X de x ne renfer- 
mera que des puissances entières et positives de cette 
dernière variable, il est clair que la suite (213) sera 

my 
finie , et qu’eile s'arrêtera au terme Ta en repré- 
sentant par m le degré de X , puisque , comme nous 

J’avons vu à l’article 36, la différentielle de l’ordre 
m + 1 de tout polynome ne renfermant que des puis 
sances entières et positives d'une variable x et du 
degré m , est nulle. 


266. Sinous faisons X — x", le groupe d'équations 
(b) de l’article précédent nous donnera 
DNS AMUD ME, FAN mm D PRET Us UE 


25. 
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et enfin sim est un nombre entier et positif, on aura 


AS IN QUE NEORIE Le à 


donc la formule (213) deviendra 


AR | SR) m(m-1)x""* ‘ à Rs PP ge 4 À 
Jerorde—— To ele ae SAR ET 
- const........(214), 


le signe supérieur du dernier terme de la série si m est 
un Nr pair, l’inférieur dans le cas contraire. 


Si # était un nombre fractionnaire ou négatif , il fau- 
drait supprimer de cette formule (214) le dernier terme 
tout constant de la série, puisqu’alors les exposans et 

_coefliciens de x ne pouvant jamais devenir nuls, la série 
se prolongerait indéfiniment, et donnerait une simple 
approximation tant que x représentant le rang destermes 
de la série ( ce que nous feronsdorénavant jusqu’à ce que 
nous prévenions du contraire), onauraitx/a+-2+4-m>n, 
lorsque m est un nombre fractionnaire , et tant que m 
étant un nombre négatif dans là différentielle proposée, 
on aurait xla +2 ©>m + n,m étant ici pris positive 
ment. Ainsi nous voyons que si m n'est pas un nombre 
entier et positif, l’intégrale de x"a*dxn'est donnée que 
par une série semi-convergente qui peut faire obtenir 
une approximation convenable depuis le premier terme 
de la série, jusqu'à celui où la convergence se change 
en divergence, surtout si l’'exposant m est un nombre 
fractionnaire positif, cas dans lequel la conyergence 
s'étend plus loin que celui où m est négatif, ainsi qu’il 
est aisé de le voir par les deux AU de condition 
pour la convergence mentionnée ci-dessus. 


U 
267. Faisant m1, la formule (214) nous 
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donne celle 


a*dx n° A 5.3 
1 x 7 xla E sr jé (xla} A (xla) ” cte. | 


— const........(215). 


Soit a — à la base du système des logarithmes na— 
turels, et y = a*, doù 
dx d 
re dy veto RE 08 
Re 
Substituant ces valeurs dans la formule (215), on a 


Dur RU a uns | 
5=5L trot at] 
+ const........(216). 


Cette série semi-convergente dans le sens inverse de 
celle (209), puisqu'elle ne converge que jusqu’auterme 
où ly +1 cesse d'être © n, sert concurremment avec 
la formule (209) à trouver l'intégrale aussi approchée 
, CU ONE | 
qu'on le desire de TG: car si y représente un petit 
nombre, comme alors on sera vîte parvenu au terme où 
n'est =>(n—1) ly, on se servira de la formule (209) ; et 
si au contraire y représente un grand nombre , alors le 
terme où 1 + ly cesse d’être Z>'7n dans la formule (216) 
étant fort éloigné du premier ,on aura souvent le temps, 
avant d'être parvenu à ce terme, de trouver l'intégrale 


d EN MES 
de a avec une approximation suffisante. 


Faisant y— x"+#t, d'où 


dy=(m4i}atdz et ly=(m+ir)l, 
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la formule (216) donne celle 


PC: UE Rss ë fl 13 " 2 
| 
Bmpoal Go [mot 

244 
er ee ae NE LCA const....(21 
+ ten epe 9 [pate \au 
qui est encore semi-convergente en sens inverse de 
celle (210); car cette dernière commençait à diver- 
ger et finissait par converger, au lieu que celle (217) 
commence par converger et continue de même jusqu'à 


ce que (m+- 1) 2x + 1 cesse d'être > n. 


268. La formule semi-convergente (215), depuis le 
premier terme jusqu'à celui où l'on cesse d’avoir 
xla+1n, peut être rendue semi-convergente en 
sens contraire, en développant le facteur exponentiel 
en série, ce qui donne 


adeve s fPidaon dla (la)° 
PE SRr EEE ER 


+ (Got fx°dx + etc., 


1.2.3 


et intégrant il vient l'équation 


Gén oi (la)? x* 
nd — Îx + la.x + SENTE 


+ es + etc. + const,....(218) ; 


dont le second membre qui diverge tant que n° -- xla 
est << nxla, devient convergente du moment, que 
n° + «la > nxla. 


Faisant dans la formule (218) a = à la base du sys= 
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tème des logarithmes naturels, et y — a, on retrouve 
rait la formule (209). 


269. Au lieu de décomposer les formules différen- 
tielles que nous considérons depuis l’article 265, comme 
nous l’avons enseigné dans ce dernier article, il est 
quelquefois plus avantageux de faire cette décomposi- 
tion en sens inverse, c'est-à-dire de décomposer la 
formule proposée en deux parties, dont l’une est la 
quantité exponentielle seule , et dont l'autre est le 
produit de la fonction algébrique de la variable par 
la différentielle de cette variable. Par exemple , repre- 
nant la formule Xafdx de l'article 265, nous la dé- 
composerons en ses deux facteurs d° j Xdzx , et 
faisant 


L/Xdx=X", SX'dx=X", [X'dr=X"...]... (a), 
nous aurons | 
f Xa*dx = X'a — la [X'a 2x 
= X'e" — (la) X'o + (la) [ X'aïdx 

= X'a7 — laX"a7 + (la) X°a* — (la) [ X'aïdx, 
et ainsi de suite; donc généralement 
fi, Xa*dx—X'a"—laX"a 21 (la) X°a*—(la) X'arT.….. 
dre ace (0) NP des (ON TIGEEL, .(219), 
les signes supérieurs lorsque q est un nombre impair, | 
les inférieurs dans le cas contraire. 


Appiquors cette formule à la recherche de l'inté 


grale de — É en considérant m comme un nombre 
entier et Sositif. Nous avons dans cet exemple 
1 
X — "7 
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et les équations groupées en (a) nous donnent succes- 
sivement celles 


— 1 


| 1 
TR EEE # rs Red ns | + 
(m—1)x"1? (n—1)(n—2)x" " 


X’' — 


etenfin, puisque m est un nombre entier, 


1.2:0..,.(m—1) x 
le signe négatif lorsque m est un nombre pair, le 
signe positif dans le cas contraire. 


Substituant ces valeurs dans la formule (219), ona 
celle 


dx | (la) x ET ve | 
# Re TT esse Ares M —9 Ta) (m—2)(m—3) 
( la ae 
NU (m—2) RÉ ul 
(la)r a dx 


D are .(m—1) 


EST sert URI); 


dans laquelle il n’y a plus qu’à substituer la valeur 
du facteur intégral du dernier terme, laquelle est donnée 
par l'équation (218). 


La série comprise entre les crochets étant finie, et 
celle donnée par l'équation (218) devenant pour tou 
jours convergeute du moment que #° + xla> nxla 
(art. 267), il est clair que la méthode d'intégration 


z 


. Fr , e L4 a 
enseignée dans cet article pour intégrer est de 


x" L 


beaucoup préférable à celle de l’article 266, qui ne nous 
aurait donné cette intégrale que par une série semi- 
convergente qui divergerait du moment qu'on aurait 


æla+2<{m 4n (art. 266). 
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270. La quantité exponentielle a7 pouvant se déve- 
lopper en une suite indéfinie 14-xla+-etc., il est évident 
que l’on a une troisième méthode d'intégrer la formule 
générale Xa”dx, à laquelle nous ne nous arrêterons 
pas , parce qu'elle ne présente aucune difficulté, Mais 
cette méthode, ainsi que les deux précédentes (art. 266 
et268), ne sont pas toujours les voies les plus simples 
pour parvenir au but qu’on se propose d'atteindre , et 
quelquefois même elles entraînent dans des durs 
dont on a beaucoup de peine à se tirer ; il faut dans ce 
cas-là , que le calculateur cherche à obvier à cet incon- 
vénient par quelque artilice qui, bien souvent , se pré- 
sente naturellement et sans un grand effort d'imagi- 
nation. En voici un exemple. 

a’dx 
Ga) 
Fans yÿ=b<+x, d'où dx = dy et z—y—0; 


nous aurons donc à intégrer 


Soit proposé d'intégrer la formule 


—D) ad *d ba’d 
rs Dee AR ou [7 Ya 9 a de (a). 


Y* y 
D ge ge Re 
| ». Y of 


AS MP de dE 94 (june 
3 + Y 


ainsi l'intégrale de (a) est 


BCE+o-se) [E1...0. 


Or , la valeur de “ Te est donnée par la formule 


(218) ; on aura donc par une simple substitution, et 


394 INTÉGRATION DES FONCTIONS 
sans beaucoup de peine, une intégrale très-conyenable 
de la formule proposée. 


Si l’on fait b— 1 et a = à la base e du système des 
logarithmes naturels, alors l'intégrale (b) se reduit à 


er 
3 donc remettant pour y sa valeur 1 +x, on 
trouve 
xe’dx e?; 
———— —= ——— — const......(221). 
GHaÿ ie 


271. Nous terminerons nos A ER sur les in< 
tégrations des quantités exponentielles, par celle de 
l'intégrale de la formule différentielle et exponentielle 
du second genre x"*dx. 


Développant cette formule en série indéfinie , on a 
1a suite de termes difFérentiels 


m°x HS L'RTE Pas, 


dx+ mxdaxlx+— 


ILE de etc...(a) 


qui tous s'intègrent par le moyen de la formule (207) 
Cart. 261 ]. Effectuant ces intégrations et ordonnant par 
rapport aux puissances ascendantes de x, ona 


mx mix? mx Pan 
Le — — etc. 


n2 33 A 
m [1 mx  m°x3 mix3 mixé 
+ — = —— —eLC. x2lx 
I 2 32 43 54 65 


£ > 373 4r4 


4 DE ad 


m3 [1 mx m2x1 mix3 mixé £ 
mme — etc. [xé(lx)5 


PAPE D DT PATES TL 
- elc. 


Si Ja différentielle proposée pour intégrer est de la 
forme æ"*+Pdx, il est évident qu'on n'aura qu'à mul- 
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tiplier le développement (a) de x"*dx par x?, et on 

aura une suite indéfinie dont le premier terme sera x?dx 
; TP} 

qui a pourintégrale:——, et dont tous les autres termes 


P+i. 
s'intégreront comme précédemment , par le moyen de 


la formule (207) [art.261]. 


CHAPITRE V. , 


De l'intégration des fonctions circulaires. 


! 
! 


272. Représentant par X une fonction algébrique 
quelconque de x , et par £ un arc de cercle dont le 
sinus ou foute autre ligne trigonométrique est x ; 
nous nous proposerons d'abord d'intégrer la formule 


X dx. 
Faisant f Xdx— X’, nous aurons, par les intégra- 
üons réciproques , l'équation 
SXEdr—X'E — [X'd£..…..(223). 


Or, d£ a pour valeur une fonction différentielle algé- 
brique [équat. (19).....(25), art. 16]; donc l'inté- 
gration de la différentielle ‘proposée est ramenée à 
celle des fonctions différentielles algébriques. 


Par exemple, soit X = x", ce qui donne 
xri 
n+1 


douc substituant à la place de X' cette valeur dans 


X’ — 
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l'équation (223), et successivement à la place de £ les 
arcs que représente cette lettre , on aura les équations 


fr'dxarc(sin=x}) ‘à 


= x'tdr 


AY AC (snm—zx oeil 


fax"dxarc(tans = x) 
vtr! ct dr 


1 
= ee Cage) fe 


fx'dx arc (séc = x) 


(224): 


À »\piie DITES h ) 1 x"#idx 
a Séc = x) | —— 
n—+1 n+1 J V(a*—1) 
fx"dzx arc (sin-ver = x) 
x'+1 ue ( 1 x't'dx 
= SIN-VEL=T) = — | ——— 
n-1 ) ni) y (ax-xx) 


 Mettant respectivement dans les trois premières équa- 
tions de ce groupe les quantités arc (cos —x), 
arc (cot x) et arc (coséc—x}) à la place de 
are (sine x) arc ((tang =) et caro (sec 2) 
enfin changeant le signe — des derniers termes en celui 
+, on aura les intégrales de x"drarc (cos=— x), 
z'dx arc (cot— x) et x'dx arc (coséc = x). 


Soit z— 53, ce qui nous donnera 


RER 1 2e 1 P_xtdr 
fr*dx arc (sin=x) = - xf arc (sin=x) — - 

4 4) Vi=xx" 
et substituant à la place de ce dernier terme intégral 
sa valeur donnée par l'équation (151) art. 220], il 
viendra, toutes réductions faites, 


[dx arc(sin=x) =" 1{4x —5)arc(sin = x) 


+x(zx +5) Vi xx ]—+ const. 
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Mais si n=——1, alors les formules (2 24) ne peuvent 
plus servir ,eton y HR aisément en faisant atten- 


tion que dans ce cas [= — étant —/x, l'équation (223) 


donnera successivement celles 


dx à 
fac Csn= x) 
Œ 


— lxarc(sn=x) — 


dxlx 
V'i—xx 


d 
[= arc (tang = x) 


= lx arc Ctang — x) — 


[= arc (séc—=x) 


= bear (see) — [2 He 
x°—1 
TE arc (sin-ver — 
LÉ arc (sin-ver = zx) | 
dxlx 


dxle 
TA ES EL TE 


= dx arc (sin-ver=—x) — 
V'ox-xx 


On ne peut avoir ces intégrales qu'avec approxima- 
tion , par les développemens en suites indéfinies des 
derniers termes des équations (225) ; car si pour inté- 
grer ces derniers termes, on se servait de la formule 
(203) [ art. 261 ], on parviendrait à des DER iden- 


tiques. Par exemple , pour intégrer ——,0na 


1 
X = ——— 
Vi—xx" 


ae me 


" d'où 
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DE y = [ER : 


æ 
donc : 
dxlx rarc (sn) 


d 
= la are (sine) — f e , 


Ve 


et substituant cette valeur dans la première équation 
du groupe (225), on parvient à une équation idén- 

Q Q , dx 1 27 . 
tique ; mais développant A en série, l'équation 
| 1— 2x 


en question deviendra 


EE CNT (sin = x) — fdxix 


ZT 


et il est aisé de voir que tous les termes du second 
membre de cette équation , s'intégreront aisément par 
le moyen de la formule (205) [art. 261]. 


273. Représentant par X une fonction algébrique 
de x , et par £ un arc dont la ligne trigonométrique 
est une fonction algébrique quelconque de x, propo- 
sons-nous d'intégrer la formule différentielle circulaire 


X£E"dx. 
Diférentiant £"/Xdx , on a 
d CES X dx] = E"Xdx + n£—\d£f Xdx. 


Prenant dans cette équation la valeur de X£"dx, et 
intégrant l'équation résultante , on a 


SRE" dx = Ef Rd — nf (EE [Xdz )..… (0). 
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Soit fait 


fXdx =X; TX'dx =" Xi PATES À; 
X,d£}» X,d£ X:dE ,etc...e(b)4 
L'me | | ARE WE 
X'=—— Xe Ceres | p  — 


Le premier couple d'équations en (b) réduit celle (a) 
à la forme 


AXEdr=XÉ in Xe, Do, 
d'où l’on déduit successivement les équations 


SX ET dx = X EI (nn) [X' Er dx, 
HAVE AL — Xi (n—2) [XI dx, 


D... 00e ee = = © CR 0002242. 9e, 


S'XFV'Edx — x Æ TRE PO, 


Or, le facteur intégral du dernier terme de chacune 

de ces équations, à commencer par celle (c), étant 

le premier membre de l'équation qui la suit immé- 

diatement, on aura, par des substitutions successives , 

l'équation générale ‘ 

SX" da X,frnX fn (nr) XSE 
— n(n—1) (1—0) X{É TS... 1.9.8... .nÂ vtr 

—+const......(226). 

Cette intégrale n’est finie que si z est un nombre 

entier et positif ; dans le cas contraire, il faut supprimer 

Je dernier terme de Ja formule (226), et la série se pro- 

longe indéfiniment | 


Soit fait 
A a let  Earc (int); 
alors les équations en (2) donneront 


Dr = dou AT se 


Lx 
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donc X,=—Wi—xx, d'où X'=—:1; 


donc X3=—x, d'où X’— 


T e 
V'1— Es 070 63 
donc X,—=V/1—xx, d'où X!"—:1; 
ce qui peut se continuer indéfiniment sans autres 


calculs ; puisque de quatre en quatre les mêmes résultats 
se reproduisent ayec des signes contraires. 


Substituant ces valeurs dans l’équation (226) , on a 
fCarc(sin=x)} dx = xarc (sn = x}}" 
nV/i-xx[arc (sin=x) J'—n(u-1)x[arc(sin=x) |" 
—n(n—1)(n—2)V/1=xx [arc (sin = x)|"#+etc. 
+ const......(227). 


Cette série qui est finie lorsque n est un nombre en- 
tier et positif, a pour dernier terme HÆ1.2....nx, 


OÙ Ras, cr nVi—xx, suivant que # est un nombre 
pair ou impair. 


Faisant = arc (tang= x) et toujours X—1 ,on ne 
pourra avoir l’ intégrale exacte de [arc(tang— x)l'dx, 
en supposant même que x est un nombre entier et po- 
sitif, qu’en tant que n sera — 1. En effet, d'après les 
valeurs de X et £, les équations groupées en (b) donnent 


X,=z, X,—=2:l(1+zxx), 


Es Fee) Li [Ce 
= 1+xxr Le 9 x(1+xx) 


PU I(1+xx)d.l(1 +xx) 
rire ar 


et 
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et faisant L (i+xx) AV UD V’e— 1 , On aura 


Ab 
ie + [Vas 1 


intégrale qui ne peut s’obtenir que par les séries indé- 

finies. Ainsi tant ‘que X3 se trouvera dans le calcul, 

ce qui aura lieu si 7 >> 1,la formule (226) ne pourra 

donner exactement l'intégrale demandée. Mais sin=1, 

alors l'équation (226) eyant son second membre qui 

se réduit aux deux premiers termes, on aura exacte- 
ment 


farc(tang = &) dx = à arc (tang = x) 
—ÿ (Her) + const. 

Le lecteur pourra s'exercer à des recherches sem- 
blables en faisant X — 1 , et donnant à £ d’autres va- 
leurs analogues à celles que nous lui ayons données dans 
les exemples précédens. 


274. Mettant mx à la place de x dans les équations 


(2), (3), (6Y, (17), (14) et (15) Cart. 13, 15 
et14 |ona 


d .sin mx — mdx cos mx - 


mdx 


d.tang mx = — 
Cos’mx® 


mdx tang mx 

sec imr a CO" Mer dé 
COS MX 

AE) 


d,.cosmx—— mdx sin mx 


mdx 


d.cotmx = — — 
sin?nx 


mdzx cot mx 


d.coséc mx = — : LA 
SINnnX 
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et intégrant il vient, abstraction faite de la constante, 
%: 


sin MT 
Jdx cos mx = 
m 
Te , tang mx 
1h fdr séc'niz—= PRO TEE 
mn 
ES mx  SéC mr 
es Ed Ë 
Cos mx m ( 
| 4 0e 228). 
; cos mT 
fdx sin mx = ———— 
m 
is cot mx 
fdx cosécmx = — —— 
m 
dx cot mr coséc mx 
ù Conee-nmmpeunnEtt | = Ba) ER ne 
£in M .m 


275. L'analyse des fonctions circulaires conduit aux 
théorèmes suivans : 


sin [(m—+-1)x]+-sin [(m—1)x]—2sinmxcosx 
sin{(m<+i1)x]—sin [(m—1)x]=2sinxcosmx 
cos[(m—1)x]+4cos[ (m+1)x]—2cosxcosmr 


cos (n—1)x ]—cos[(m+1)x ]=—2 sin x sin mx 


(a) [*1. 


Multipliant ces équations par : dx , intégranten s'aidant 
des deux premières équations du groupe (228), et pre- 
nant ces intégrales de manière qu’elles s’évanouissent 
‘Jlorsque x — o, on a complètement 


[*] Voyez la Géométrie de Legendre, art. 28 de Ja Trigo- 


mométrie. 
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fdx sin mx cos x 


LOMME ENT cos[{m+1)x] cos[(m-1)x] 
EE [ me M1 4 


IN = 1 m1 


fax sin x cos mx 
VAL pie )x ] _cos[(m+1): ec 
RE à IM— 1 k m1 M1 


fdx cos À COS ME (229), 


sin [(m1)x] “. sin tr | 
ia m+i M—1 ., }: 
dx sin x sin mx 


SU SE ne sin [(m + SEE 
: À 


M — 1 mm + 1 


276. Substituant respectivement p et 1x à la place 
de mn et de x dans la première équation du groupe 


(229) , Lana 


n/dx sin pnx cos nx — — - Le <E L 2 ne | 
Pr à rm Fa). 


pi 


: | 
Faisant pr m, d'où p— —, et substituant cette | 


valeur de p dans Fete (a) , on a la première du 
groupe suivant (230) ; les autres équations de ce 
groupe se trouvent par un procédé semblable, 


es 
Le 
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fdx sin mx cos nx 
m 1P cos (m-n)x] ; cos[(m-n) 
HEC 


Mn — mn Mn L 
fdx cos mx cos nt 


rte [CmHn)x] . sn[(m=n)x]7 (30). 
Tr 


mn M—n 


fdx sin mx sinnx # 


=] Em a) _sin[(m+n)x] 
a TNT CS D RE ES Am. 


Mn mn 


277: Passons à l’intégration des formules dx sin"x 
et dx cos"x, m étant un nombre quelconque positif 
ou négatif. Hcriyant la première de ces deux formules 
sous,la forme 

nd 
— (1—cosx) 2 d'cosx, 


développant ce binome et intégrant terme à terme, on 


[dx sin"x = const — cos x [2 — — COs°x : 
(m—1) (m—5): À Gni)(m8)(ms) 
Tr 3,500 PaNT tan 7 
+ or eD COSPx— _ (231). 


Le terme général de cette série est 


(m—1)(m—53)(m—5)...(m—on+#3)  , M | 
PE PORTE PE Ne 


[*1 Nous n’avons pas eu égard à la seconde équation du groupe 
(229) , parce qu’il est évident qu’elle reproduirait une équation sem- 
blable à la première de ce groupe, en mettant 72 à la place de » , et 

> ? 


réciproquement. 
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Si m est un nombre entier , positif et impair, la série 


L] L2 à 1 
(231) est finie et son dernier terme est + me cos" ir 


le signe + si m—1 est un nombre doublement pair, 
le signe — dans le cas contraire. En effet, la série 
ne peut finir au n°*"° terme (a), que dans le cas où 
le dernier facteur m—on<+1 du numérateur du 
coeflicient du terme suivant sera —o, c’est-à-dire 
qu'on aura m—2n— 1, ce qui réduit la formule (a) 
à celle 


[2(n—1)].[o(n—2)]...[2.3][2. 2][2.1] 


= cos" 1x3 
2%71,9.5.4...(n—2)(n—1).m 


Mais le nombre des facteurs renfermés entre crochets 
est 2— 1, et chacun de ces facteurs est lui-même 
multiple de 2; donc la formule précédente est 


QT (n=1 )(11—0). ...3.9 cos" læ 
PTT G—)..5.] nr — 
2% 19,8,...(n—2)(n—1})m m 


ce qu’il fallait démontrer. 
EXEMPLES I. Intégrer dx sin°x. 


On am=— 5, et substituant cette valeur dans l'équa- 
tion (231), il vient 


fdx sinÿx — const — cosx [1 — ? cosx +1 cosfx 1. 


IT. Intégrer 


sin X 


Faisant m— — } , la formule (231) donne 
3 EME rat 
fo === == Const — cos x ven cos” x 35 r COS'® 


sin x 
5, 8: 
PATATE COS" T + etc. 
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278. De même on a 


= 


M} 


fdx cos"x = f (1 — sinx) * dsinx; 


donc, sans faire aucun calcul, il est aisé de voir 
qu'on aura l'intégrale de dx cos"x , en substituant dans 
la formule (231), sin x à la place de cos x, et rendant 
positif le facteur de la série, ce ai donne 


a. 
(m—1)(m—53) Ce ou 
+ 2 a 55 ie .. 27.2.5,7 


ete. |... se AO ds 


$i m est : un nombre entier, ts 42 impair , la Série 


sin°x 


fax cos"x = const + sin x [: — 


an"! 
est finie et son dernier terme est + TS le signe 
Re L 


positif si m— 1 est un nombre doublement pair , le 
signe négatif si m—41 est simplement pair , ce quise 
prouve d’après un raisonnement semblable à celui de 
l'article précédent. 

Les formules (251) et (232) que je crois nouvelles, 
sont les plus générales connues , puisqu'elles donnent 
les intégrales de dx sin"x et de dx cos"mx, quelle 
que soit la valeur de m. Il est vrai qu'avec ces formules, 
l'on n’obtient les intégrales demandées par une suite 
finie de termes, que si m est un nombre entier , po- 
sitif et impair; et dans ce cas-là, elles ont encore 
l'avantage sur toutes les autres formules connues. C’est 
donc seulement dans le cas où m est un nombre entier, 
positif etpair, que les formules (231) et (232) perdent 
leur avantage sur celles que quelques géomètres ont 
déjà démontrées, et que par cette raison je vais faire 
connaitre. 


\ 
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a79. Faisant y—sinx, d'où dx — on aura 
a 
My 
"md 
MR RE RU ee ; Ù 
Vi | 


donc si m est un nombre pair, la formule (151) 
{ art. 220 | donnera tout de suite, en mettant pour y 
sa valeur sin x, 


mp —1)s m3 
fdx sin®x — const — cos x É 54 PE “4 
EY (m—1) (m5) sinm—8x 35. fat Re | 
m(m—2)(m—4) TE ON AE 
1.3.5....(m—1) x QUE 


et si m est un nombre impair, la formule (153) 
[art. 222 | donnera “ 


int} FR . m3 

{dx sin"x—const— cos x [= (m—1)sinT x 
m m (mnm—2) 

Gm DUU em, LM NL 4.6... 6...(m—1)sinx 

T° mn) LE MUR 0 


voue, 
D D NE Um TL 


..(234). 


280. Puisque faisant y — cos"x, on a 


— y" dy 
vQ—y)" 


il est clair que pour avoir les intégrales de dx cos"x 


dx cos"x — 


dans les cas de m nombre pair, et ensuite nombre 


impair , il faudra changer dans les formules (233) et 
(234) cos x en sin æ, et réciproquement ; ensuite: 


Le à 
de: 
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rendre positives les series, on aura donc pour m nombre 
pair, 


[dx cosfx — sin < L. 


cos"Tlix | (m—1) cos" 3x 


—_— © ———— 


| mn m(m—2) 
(m—1){(m—3) cos" x 3.5.7:..(m—1)cosx 
GA mn .(m—2)(m—4) he 2,40. a | 

1.8.5...(m—41) x 
te D 6 NN 


+ const.....(235). 


Nous avons donné au terme transcendant de cette 
formule , et qui est identique avec celui de la formule 
(233), le même signe que dans cette dernière , quoi- 
que celle-ci et la rule (235) soient les tale 


M du ly 
Are 


d’une même quantité ———, prise avec des signes 


contraires, 


Voici la raison qui nous a fait agir de cette manière. 


Représentant par À le facteur constant dar Le 
2, At aeTL 
— y"dy 
Te 
dernier terme qui est — A arc (sin—y) ; or y =cosæx; 
donc arc (sin —y})=— à l'arc qui a pour sinus le cosinus 
de x=— 100°— x, d’où ils’ensuit que le dernier terme 
de l'intégrale de dx cos"x doit être 


du dernier terme de l'intégrale de 


, on a ce 


— A(100°— x) — A X 100°+ Ar. 


Mais le terme constant — A X 100° est compris dans 
Ja constante indéterminée de l'intégrale ; donc il ne 
reste es que le terme variable et positif Ax ou 
1,010 sr #5 
ja Role 35). 


, tel que nous l'ayons écrit dans 
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Pour m nombre impair, ona 


fdx cos"x — sin x cos" x | (mi) cos"-3r ; 
* m m (m—2) ss... à 


+ el + const.....(236). 


281. On peut encore trouver A6 intégrales de 
dx sin"x et de dx cos"x, lorsque m est un nombre 
entier et positif, par des suites finies de premières 
puissances des sinus ou cosinus d’arcs multiples, ce qui, 
très-souvent, est beaucoup plus commode. | 


L'analyse algébrique appliquée au calcul des lignes 
trigonométriques, donne dans le cas de m nombre pair, 


s | m 
SIT re [ cos MX — — cos (Mm—2)x 


ou 
+ se cos (m- 4e. ntm tm) 2cosax | 
1.3.5 | 


... M 
DR RUES .... (a) 


les signes supérieurs lorsque m est un nombre dou- 
blement pair, les inférieurs dans le cas contraire. 


Et dans le cas de m nombre impair ,on a 


À 271 
Snx = + - 


[sinme 7 sin (m—2)x 


om 
(m— m{m—1)...5(m 
pé à sin(m—{)x.….— TD sin 3x 


Es LACS An LES si] RC 


La D CE L) 
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les signes supérieurs lorsque m—1 est ün nombre dou 
blenent pair, les infériéurs dans le cas contraire. 


Multipliant les équations (4) et (b) par dx , etinté- 
grant , on a pour m pee entier positif et pair : 
Te sin"x = pi DRE sin MX 


m(m—1) 


sin ma) e+ (De 
m (m1). PRANUE Rae 22 |] | 


NT Gin — 2) 
M A us 
3 


17248 Hate x -const.....(237), 


| PE TR 


les signes supérieurs si m est un nombre doublement 
pair , les inférieurs dans le cas contraire. 


Enfin, pour le cas de m nombre impair, on a 


D A 1 1 
CP PR } 
OC AP = TS er | cos mr 


COS ( m — 2e + D 


_ m(m—1).. ).....s (m5) 
Fa Lo Lee (ni 0) 


ca #3 mi (MU A Lee (REP) cos x | + const....(238), 


LD lu ce su 2e UT) 


— UT contre 


cos 3x 


les signes supérieurs si m—1 est un nombre doublement 
pair, les inférieurs dans le cas contraire. 


282. L'apphcation de l'algèbre à la géométrie con- 
 duit aussi aux équations, 
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| pour m nombre positif et pair ; 


1 m 
cos" x ne cos mx + — cos (m—2) x 


Me] 


De PA Ne -4)x.. RME EE) cosaz | 


159 Gm—1) 
X.2:01 m1 


ARE ARE AM à 
d'a pour m nombre positif et Impair , 


1 m 
“cosx = De [cos mx + 0 (m—2) x... 


tar (m—1})...:(m+45) 
one 1.2,..,:(Mm—3) 
HTC AN ee CAES TS al ; .(). 


1.2,,..:(m—1) 


cos 3x 


Multipliant ces équations (a) et (b) par dx, et intégrant, 
il vient, | 
| pour m nombre positif et pair, 


1 24 I : x 
À coca > es Feu _ an 7nx A D) (m—92)x 
ER) CR 


, m(m—i) 


sin(m-4)x.. 


1.2.(m-4) | 1.2... (5m—1) 2 
+ _. D 2 + const. 14(289)5 


pour m nombre positif et impair, 


AS GO RATE 
f cos tir = [2 sin ET TES) 
m(m—i1)....2(m+5) . 
| A 3 
mm—1)...3 {(m—5) 


sin (m—92) x 


sin 8x 


et 


— "©" "7" © sin x |+ const..... . (240) : 


j 
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283. Je ne vois qu'une manière assez simple d'in 

tégrer la formule dx tang"x, et la voici. 


“ 


èe r ce qui trans- 
: ui © 
1+- y: q 
3"dy 


Forme la formule proposée en celle algébrique y e 


Soit y = tang x, d'où dx = 


or , si m est un nombre positif et pair, la formule (140) 
[ art. 221 | donne tout de suite, en faisant les substi- 


tutions convenables , 4 
fdx tang"x — Lane [== PAS AE OV 
m—1. (m—3) tangx 
1 1 
L 


et tangix  (m—7) tang'e y 


= fo + con .(241), 


Wer tan nn 


les signes supérieurs si m est un nombre doublement 
pair, les signes inférieurs dans le cas contraire. 


Si m est un nombre positif et impair, il est évident 


md 
qu’alors la transformée : nu - de la proposée étant 
dans le troisième cas d'intégration immédiate (art. 213), 
on pourrait avoir l'intégrale demandée par ce moyen. 


Mais je crois plus simple de ramener l'intégrale de la 


# à d ,e f 
transformée à celle de cu - dont l'intégrale est 


3 LG+4°), par le moyen de la formule (150)[art. 2187, 
et ensuite de substituer dans le résultat obtenu, la 
quantité tang x représentée par y, ce qui donnera 
pour le cas de m nombré positif et pair. 
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AÉATATEN NE btahE TL" fahe te | 
ÊX ang x = — © — —— — + —— —.... 
f D M— 1 _ m—5 au m—5 
tang”x 


2 


+ Zséc. x + const.....(249), 


les signes supérieurs si m—1 est un nombre double 
ment pair, les inférieurs dans le cas contraire. 


284. Faisant æ— 100°—2, d'où dx —— dz, et 
mettant toujours x à la place de z, il ne sera nécec- 
saire, pour obtenir l'intégrale de dx cot"x, que d'écrire 
dans les formules (241) et (242), cot à la place de tang, 
et de changer lés signes de tous les termes en fonctions 
algébriques des lignes trigonométriques. Mais lorsque 
m est un nombre pair , il faut laisser le terme trans- 
cendant Æ x tel qu'il est dans la formule (241); car 
Œ (G100°— x) = 100 E x; of — 100° entre dans- 
la constante indéterminée ; Abné il ne reste plus que 
le terme + x. 


Si m est un nombre impair , il sera plus convenable 
de mettre Æ / sin x à la place de L'coséc. x. 


285. Il est à propos d'observer que les intégrales 
de dx sin"x et de dx cos"x sont transcendantes lors-\ 
que m est un nombre pair, mais que si m est un nombre 
impair, ces intégrales sont algébriques, au lieu que les 
intégrales de dx tang"x et de dx cot”x sont toujours 
transcendantes dans les deux cas de m pair et impair. 


286. Proposons-nons maintenant d'intégrer la for 
mule dx sin"x cos", l'un des deux exposans m et n, 
par exemple celui m étant un nombre entier et positif, 
et la valeur de l’autre exposant z étant un nombre quel- 
conque, pourvu qu’il ne soit pas = — 1 ou — (*). 


(*) Nous considérerons le premier de ces deux cas à l’article 288 ; 
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Pour parvenir aisément à cette intégration, mettons 
la différentielle proposée sous la forme 


” m1 
— (1 — cosx) * cos'xr dcosx, 


développons le binome , multiplions ce développement 
par cos"x d cos x, et Htéernts termg à terme le pro=- 
duit, ce qui nous donnera 


1 


dx sin"x cos"x = const — cos"+x Fc 
IE - 1 
M—1 (m—1) (m—53) 
2.1.(n+3) NE TY PE 1.2. rue Sites 


Fa. pau à Tir 

D nm) JT FA d'à LPO A 
.1.2.3.(n+7) min 
Cette série n'est terminée, et par conséquent la formule 


proposée ne s'intègre exactement que si l'exposant 
entier et positif m est un nombre impair. 


(243). 


Si c’est z qui est l'exposant entier et positif, alors 
nous mettrons la différentielle proposée sous la forme 


nt 
(1—sinx) * sinxdsinx, 


et sans nous donner la peine de faire sur cette quan: 
tité différentielle le même calcul que celui que nous 
avons été obligé de faire pour avoir l'intégrale préce- 
dente , nous déduirons subitement de cette intégrale 
(243) la cherchée, en-y mettant sin x à la place de 
cos x, faisant changer réciproquement de place aux 


+ 


quent au second, nous l’avons déjà traité à l’article 283, puisque 
sin ——m, Ja FT que nous nous proposons Pine el ici, 
se réduit à celle dx tang”x dont nous avons donné l'intégrale 
{ équat, 24a ). 


D'UNE SEULE VARIABLE, 415 


deux lettres m et x, enfin rendant positif le facteur 
de la série , ce qui nous donnera ce 
pour le cas den nombre entier et positif, 


7) eme + 
D CRE 


ke D. 1 - 
dxsinzx cos" x — sito) 
f nr AS. 1(m + 3) 


(n—1) (n—3) (n—1)(r—3)(n—5) . 
ant) Sa 


+ const... (24424 


sinôz. 


mn 
Cette série n’est terminée , et par conséquent la formule 
proposée ne s'intègre exactement, que si nest un nombre 
impair. 

287. Nous allons, dans cet article, nous occuper d’une 
autre méthode pour intégrer la formule sin”x cos”xdx 
qui a sur la précédente l'avantage de donner par 
une suite finie de termes , l’intégrale demandée, 
lorsque les deux exposans sont entiers, positifs et 
pairs. 


Li 


* Le calcul différentiel nous donne 


d (siwx cosix ) = p sin x cosft'xdx 
— q sintix cos 'xdx..,,.(a). 


Faisant pi metqg—1—n, d'où Penn 
et g —œn<+ 1,et substituant ces Al dans l'équa- 


tion (a) , il SE ù 


d'(sinix costir )— (m—1 ) sin" 2x cos" xdx 
— (n + 1} sin"x cos'xdx....(b). | 
Mais “de \ 
(m1) sin 2x cos" t°xdx = (m—1) sin°x cos"xdr 
= (m1) sin"x cosxdx, 


+3 


4i6 INTÉGRATION DES FONCTIONS 
donc l'équation (b) se réduit à celle 
d(sin"=tx cos"*x ) — (m—1) sin"—?2x cos'xdi 
— (m+n) sin”x cos" xdx ; 
transposant et intégrant , il vient 
sin la Cost 
mn 


FRAC CI CONTRE A TC ; 


fsin"x cos'xdx = — 


M— 1 
min 


Mettant successivement dans cette équation (c) , les 
quantités m—2,m—4,m—6..,.. à la place de 
celle m, on aura une suite d'équations qui auront cha- 
 cune pour facteur intégral du dernier terme, le pre- 
nuer membre de l’équation qui-suit immédiatement ; et 
l'on parviendra à une équation dont le dernier terme 
sera évidemment affecté du facteur intégral f cos"xdx 
dont nous connaissons la valeur exacte { [équat. (232)] 
si n est un nombre impair, ou [ équat. (2%9)] si à est 
un nombre pair } si m est un nombre pair , ou du facteur 
Cor 
n +1 
si m est un nombre impair; donc par des substitutions 
successives, en remontant depuis cette dernière équa= 
tion jusqu à celle (c), on aura, 


— 


intégral fcos"x sin xdx=—/fcos"xdcosx=— 


pour m nombre pair, 


f sin"x cos'xdx —= const. 


cos'Tix RL. M1 } 
+ sint—tx L' sint—zx 
m+n C h M + n—92 # 


(m-1)(m-8) sin"x 3.5...(m—1) sin x 


(m+n-2)(m+n-4)" 35 (m+n-0) (m+-n-4)...(n42) 
ar 


1.8.5...m—1 y ex 4 
(n+n)(mn=2)(m4n-4).. (142) fcos"xdx..…(245); 


pour 
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pour m nombre impair, 


U. COSTA ED 
f'sin"x cos'xrdx = const — ——— [ sin Te Me bd 


mn 
4.6.8....(m—1) sin°x 
(mn—0) (m+4n—4)....(n4+3) 
+ 
he 2.4:6.,..m—t1 _ 
(HER) (m+n—4)....(146) ri 


La formule (245) donne exactement l'intégrale de 
sin"zx cosxdzx, lorsque l’exposant m étant un nombre 
positif et pair, celui # est un nombre positif soit impair, 
soit pair , avantage que n'a pas la formule (243). 


+ 


Quant à la formule (246) , elle n'offre aucun avan- 
tage sur celle (243), puisque cette dernière donne 
l'intégrale exacte de sin”x cos"xdx lorsque m est un 
he impair, et même il peut arriver que pour la 
simplicité du calcul, la ue (243) soit preferable à 


celle (246). 


Nous observerons maintenant que les formules (245) 
et (245) donnant l'intégrale exacte de sin"x cos"xdæ 
lorsque x est un nombre pair , il résultera de ces for- 
mules que x étant un nombre positif et pair, et mun 
nombre positif pair [éq. (245) ] ou impair [éq. (246)}, 
on aura exactement l'intégrale demandée, avantage que 
n'avait pas la formule (044) qui, nids n est un 
nombre pair, ne donne l'intégrale demandée que par 
une suite indéfinie de termes. 


Au reste, faisant dans l’équation (a), p—1—m et 
g—+1—n,ensuite opérant exactement comme nous 
l'avons fait pour obtenir les équations (245) et (246), 
on aurait eu pour #7 nombre pair et pour 7 nombre 
impair , des formules analogues à celles (445) et (246) 
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! 
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que je n'écris pas ici, parce qu’elles n’ont rien de plus 
élégant que ces dernières, et qu’elles deviennent inu- 
tiles d'après l'observation précédente. 


88. Les formules trouvées aux articles 286 et 287 ne 
peuvent servir , ainsi que nous l'avons déjà dit, 1°. lors- 
que l’un des deux exposans m et n est égal à l’autre 
pris négativement ; mais ce cas-là a dejà été traité aux 
articles. 283 et 284 ; 2°. lorsque celui des deux expo- 
sans qui n'est pas entier et positif est —— 1. 


Il ne nous reste donc qu'à examiner ce dernier cas. 
Ainsi nous nous proposerons d’abord d'intégrer la for- 
costrdx 


mule dans laquelle 7 représente un nombre 


entier et positif. Or, 


codant CosrTme dE: AT RS at COS NET 
D — cos" 2x sin XAX = — ru 

sin à sin æ sin x 
COST TRE 


— cos" 4x sin xdx — cos" 2x sin xdx — | 
| sin CL 


— cos" Ër sin xdx—cos"T{xsinxdx—cos" 2x sin xdx, 


et ainsi de suite jusqu’à ce que le premier terme de cette 


série se réduise à si z est un nombre pair, on a 
| sin æ 


cos xdx d sin x 
Snx sinx 
impair. 


— d.lsin x si nest un nombre 


Donc faisant attention que tous les termes , excepté 
le premier du développement de la formule proposée, 


sont multipliés par 


sinxdx= == dcos x, 
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‘on aura l'équation ! 


# AL) 2 ; 
cos"rdx —— + d cos x si nest un} pair 
—=<sin æ G 
sin x nombre [. . 
{ d.lsinæ+-cos xd cosx impair 


…+cos"frdcosx+-cos"4xdcosx+cos""xdcosx...(a), 


Hé dr 
dont tous les termes, en en exceptant celui Fan dans 
sin 


le cas de n nombre pair , s'intègrent immédiatement 
et très-aisément ; ainsi toute la difficulté se réduit à 


intégrer . Or, cette dernière différentielle peut 


sin x 
7 e. 
s'écrire sous la forme 


snxdx d cos x 1 dcosr 1 dcosx 
sin | #1—COSX 2 1—Cosx. 21+Cosx ? 
donc 


pe dx 1 L Er NE À 1 
ï) ——=;}{{(1-cosx)— 2 /(14cosx)—/sin Lx—/cos!x, 


dx ; 
ou. = PSE l'tang À x + const.....(247). 


Cela posé, intégrant l'équation (a) , on aura 


pour n nombre pair, 


cos"xdx | ne 
Je - — ltang:x+-cos x [: 2; cosr H icosix 


Sin TZ 


“ 
, + 3 cosfx....+ 


À 


cost | const: ..:.(248) ; 


T—1 


pour n nombre impair , 


cos"xdx 
fret L. sin x 4. ? cosx [: 42 cos x + À cosfx 


sin x 


* + Lcosfr....%Æ cout | + const.,....(249). 


27. 


FL 
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Mettant dans la formule (247) 100°— x à la place 
de x,ona 


[EE — — ltang (50°—5x) = 7 cot (50°— x) ; 


mais cot ( 50°— x) —=tang(50°+zx), 
dx à 4 
donc EE —=l.tang (50 +3 x)+ const...(250). 


Cela posé, mettant respectivement 100—x et m à la 
place de x et de n dans les équations (248) et (249), 
prenant les séries avec le signe négatif ; de plus, mettant 
dans la première de ces équations qui est pour le cas de 
“m nombre pair, / tang (5o°+ 1x) à la place de 
l'tang 2x; et dans la seconde qui est pour le cas de 
m nombre impair, mettant — {cos x où /.séc x à Ja 
nm 
place de Z sin x, on aura les intégrales de ee. 
dans les deux cas de m7 nombre pair et de m nombre 
impair. 


289. Supposant m—=œn—=—1,0naà 


dr ND LE C2 
sin xCcosx  ) sin2x' 


donc d’après la formule (247) ! il viendra 


1e ne l'tang x + const. ....(a51). 


sin Z COS 
290. On a 


dr cot xd . d.cosécx. ., 
ni an A TT nii=i Céq.(15), art. 14] 
sin"x COÏxsin x sin” æcotæ 

cosec"—d coséc x 


# ms 
site = en à 


oo 


… 
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Faisant pour intégrer cette formule différentielle irra- 
tionnelle, | ; 
Y—=— cosécx + V/coséc'r — 1 (art. 249), 

d'où y—=—tang;x, 
on aura la transformée (195) qui deviendra 
(— y AS JT EY ne (y + 1 YT dy () 
: D ns # Ca “Ke m Ty ET ee ee , 
le signe — si m est un nombre pair , le signe + dans 
le cas contraire. 

Développant la transformée (a), intégrant terme 
à terme, et mettant dans la résultante la valeur de 
Y(—=—tang ix),ona 


{ 
dx 1 tang—t x, (m1) tangr li x 
= = ES + PE SEE 


inx om! m—1 1 mi —5 


m-1)(m-2) tang"$ Lx 1 
in TAUPE NEO 0 ALORS ES (252). 
1.9 m—5 (m-1)tang" ir 


Mettant dans cette dernière équation 100°— x à la 
place de x, ce qui rend dx négatif, on a 


[E ie 1 ES 


+ 


Case La M ] 
(m— 1) tang"S (5° Lx) à 
T Léa" m— 3 
M (m=1)(m-sa)tans (bot x) 
1.2,(m—9) 
ee 1 
dr ARE BR En ee Pc cemmee LT (255). 


* Lorsque m sera un nombre impair, on trouvera dans 
l'équation (252) un terme de la forme 


Re à 


B tang"" ir 
TN = In 
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auquel on substituera celui B /tang + x ; car le terme 
(b) provient de l'intégration de 


Btang"-"1!lxdtang' x, ou B.— 


dont la vraie intégrale est B/tang } x. De même m étant 
un nombre impair, il y aura Eéns l'équation (253) un 
terme de la forme 


B tang—" (50° — x) 
M — M À 


auquel on substituera celui B/ tang (bo° — x) par 


une raison semblable à la précédente relative à l'équa- 
tion (252). f 
dx 
EXEMPLES I. Jntéorer ——. 
sinix 
Nous avons m—4; donc la formule (252) nous 
donnera 


dx ta 3 
parue CS toute ni 
sinix 8 tang + Z 
= | + const; 


et faisant les réductions nécessaires, il vient 


dx : i 1 
= const— + Ccotxr| —— +0 |. 
Sintx Sin T 


dx 
IL. Tntégrer re 
cos°x 


RER 7 


Substituant la valeur de m—5 dans l'équation (255), 
on aura 


dx tang°(50°—— 1x 
Eee pare Const — [RE 
COS’ X 4 2 


RAR DNA TN PR" se, 
+ altang(56— 1x) rl; 
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et faisant les réductions convenables, il vient 


£ RES [ES — ltang (50°— 12) + const. 


cos’xz 2 _ cos 


291. Mais lorsque l’exposant de sin x où de cos x est 
un nombre pair, on peut obtenir immédiatement les 
intégrales des différentielles traitées dans l’article pré- 
cédent , sous des formes beaucoup plus simples que 
celles qui se déduisent immédiatement des équations 
(252) et (253). En effet 


dx dx 


ie F “IAE PU 3 yn—1 4 
sint"x sin x Sin Ur FA OMAINT LeRREE 


développant et intégrant terme à terme cette dernière 
quantité, on a 


mr 


dx const cot x 1+— ete 
sin x 3 


(m—1)(m—2) sue Re (m5) cot°x 


4 1.9 1,44 7 
APE 
SEE |...65, 


et mettant dans cette dernière équation 100°—x à 
la place de x , ce qui rend dx négative , il vient 


m- Es (m-1)({m-2)tang{x 


dx 
fes Mare 5 LES 1.2 9 
2(m—1) * 
AE const. ...(255). 


2M—1 

Ainsi nous proposant d'intégrer par le moyen de cette 

méthode la différentielle tx que nous avons déjà 
n 


intégrée en nous servant de la méthode enseignée dans: 


« C 
424 INTÉGRATION DES FONCTIONS 
l'article 290, nous aurons subitement par l’introduc- 
tion de la valeur 2 de m dans l'équation (254), 


dx | sr 
= const — cotæ[1 + 3cotx ], 


résultat fort simple et identique avec celui trouvé dans 
l’article précédent (*), auquel nous n'étions parvenu 
qu'après d’assez longs calculs , pour réduire le quatri- 
nome obtenu immédiatement par la formule GPS 


simple binome. 
dx sin°Px 
292. Pour intégrer la formule marre PEL étant 
des nombres entiers et bositifs , nous l’écrirons ainsi 
qu'il suit 
dx (1— cos°x }P 


Cox ? 


et développant la puissance p du binome, nous n’au- 
rons plus qu’à intégrer des différentielles de la forme 
de celle cos"xdx que nous avons intégrée de trois 
manières différentes aux articles 278, 280 et 282, et 


UT "M dx 
de la forme de la différentielle ne, Que nous ayons 
ui S 


intégrée à l'article 290 "et à celui 291 pour m nombre 
pair. ; 
dx sin Pix 
cosix 
faudra mettre cette différentielle sous la forme 


293. De même, si l’on a à intégrer 


— d cosx (1 — cos’x }? 


cos x 4 


et développant la puissance p du binome, l'on n'aura 


{(*} En effet, — cot x [1 +3 cot:x]—=—+cotx [a + 1+cot?x] 


1 
Sd à COt 0SÉC?x ]= me Z'coix | 2 - E 
cn 1 3 [a + co x] 3 î + sin? x 
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plus, quelle que soit la valeur de l’exposant q du déno- 
minateur , qu’une suite finie de monomes différentiels 
qui s'intégreront par les premiers principes du calcul 
intégral , exposés au commencement du chapitre 1°. 


294. D'après ce.que nous venons de dire dans les 
deux derniers articles , les intégrations des formules 
dx cosPx  dxcos Pt'x 

sin x sinfx 
culté , puisqu'elles dôivent s'effectuer d'après les mêmes 
principes et méthodes. | 

295. Il est à propos de remarquer qu’on peut trou- 
ver les intégrales de dx tang”x et de dx cot”x ( que 
nous avons déjà obtenues aux articles 283 et 284) par 
le moyen de celles des différentielles considérées aux 
Articles 292 , 293 et 294. En effet, sim est un nombre 


n'offrent plus aucune difli- 


vie PE . 
suivant la méthode de 


pair, l'intégration de AE 
l’article 292, donnera l'intégrale de dr tang"zx. De 
même St m est un nombre impair , l'intégration de 
dx sin"x 

COS" x 
l'intégrale de tang"x. 


suivant la méthode de l’article 293, donnera 


Il en est de même pour les intégrations de dxcot"x, 
en se servant des méthodes indiquées à l’article 294. 
EXEMPLE. Intégrer dx tanp*x. 
5 
dx.sin°x 


Cette quantité mise sous la forme — et in- 
cost 


tégrée suivant la méthode de l’article 203 , nous donnera 


Hrtaneo =—f* cos x (1 — cos Fe =f" cos x 


cos°x . cos’x 
Li d cos x d cos x *1 1 ! ja 
Qu tre reed, PS A A 
cos’ x LE COST. 1 TAIGOEIL COS 


+ const. .,....(a), 


en deux fractions = + 
s 
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En opérant suivant la méthode de l’article 283, la 
formule (242) donne tout de suite 


tangix Le T 
4 
M. 


Les deux intégrales (a) et pa du iénnent identiques 
(ainsi que bel doit être , lorsque les deux méthodes sont 
exactes) du moment que l’on a déterminé dans l’une 
et l'autre la constante d’après une même condition. 
Par exemple , si les intégrales dôivent s’évanouir D: 
que x =—0, On aura dans l'équation (a), const — ?, 
et dans Péduation (b), const — 0. Il faut donc que 
l'on ait 


fdx tangÿx — 


hé sécx—+const.….(b). 


1 1 
4cosix cos x 
Li Z'°°: CR :{C)- 


Or, le-premier membre de cette équation est évi- 
demment 


1 1 LRU 1 
ee tj té — —— 1 )—/cos x 
4 \XcCos’x a \cos’x 


. À TT Dose LOUER 


” 4cosx 9cosx 2 cos x 


tangix Le ur 


4 + l.séc x — 


AA COST MGDAr D" A 


quantité identique avec le second membre de l’équa- 
tion (c). 

dx 
sin"x COS" x ” 


296. Etant donné à intégrer la formule 
é | 
on peut fans changer sa valeur, la multiplier par’ 


. sin°x + cos’x (— 1); ce qui décompose la proposée 


dx dx 


Lu  rER RTIeR. 
sin" x COS 2x ? 


ID TS T.COUT 
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quelles ; par le même procédé appliqué à chacune 
d'elles, donneront en tout quatre fractions qui se 
réduiront aux trois PURE RETIRE OR 
sin" 1x COos"x SH TL COSTA 


dx 

sin"x cos" ‘x 

3 ! + CE l À 
qu'au dénominateur de chaque fonction provenant de 
la décomposition de la proposée, il n’y ait plus que 
l’une des deux lignes trigonométriques , ou le produit 
des premières puissances des deux lignes trigonomé- 
triques ; ; on parviendra de cette manière à n’avoir plus 


qu'une suite de fractions différentielles que nous savons 
intégrer. 


, et continuant de même jusqu’à ce 


Si met n sont des nombres pairs, il est clair que 
la décomposition précédente ne mènera qu’à des frac- 


à : dx 
tions différentielles de la forme de celles FE et 
in 
FENG UE DEA ET AN Hé 
as Aisées à intégrer (art. 290, 291 et 288). Si m 
co 


est un nombre impair et z est un nombre pair , l'on 
n'aura à intégrer, après la décomposition totale , que 


— À cos x 
des termes de la forme — © 


dont l'intégrale est 
Px | 


1 
(p—1) cop x sin x 
qu'on intègre par le moyen de la formule (252) ou de 


celle (247). 


. Lorsque m est un nombre pair et z un nombre im- 
pair, la décomposition totale mène aux tea de la 


d.sin x d 
Édont l'intégrale est 


ST pets 
sin x EN D cosix 
(q étant un nombre impair }, dont l'intégrale se trouve 
par le moyen de la formule (253) si q > 1, et de celle 
(250) si g = 1. 


, € (q étant un DAARE impair ) 


forme 
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Enfin, si m et n sont tous les deux des nombres im- 
pairs , on n'aura, après la décomposition totale, qu'à 
dsnx —dcos x 
| sin’x ?  cosix 
ce qui n'offre aucune difficulté, et à intégrer une frac- 


intégrer des fractions de la forme À 


sin T COS T 


l'intégrale [ équat. (251)]. 


k dx nn : 
tion de la forme —————— dont nous avons déjà donné 


297. Si dans la formule différentielle considérée 
dans l'article précédent, on a m—n, alors l'intégra- 
tion demandée se simplifie beaucoup ; car 


dx Re dox., 
sin®r cos"x sin"ox” 


quantité qui s'intègre par le moyen de la formule (252) 
ou par le moyen de celle (254), suivant que m est un 
nombre impair ou un nombre pair. 


298. Proposons-nous maintenant d'intégrer » 
dx ‘ 
p+gsnx 

Soit fait y —sinx, d'où 


dy — dx cos x et dr = ———; 


on aura donc pour première transformée de la pro= 
posée, la formule 


TK di SAR SRE PS 
Var +09) a 


qu'on rendra rationnelle en faisant 


1—ÿ—=(i1—7y})u 
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, 1 or 
d'où Nr Late V= 
Le u°+- 1 
Différentiant cette dernière équation, il vient 
d _ 4udu À 
Fr (+1)? 


et substituant cette valeur de dy, ainsi que celle de y 
dans la première transformée (a), on a la seconde 
transformée | 
2du 

© coco b). 

TETE N CE NES 4 
_ Or,1°. si p>q,on aura d’après la formule (155) 
" L'art. 206 F, 
| 2du 


APTE 


= 7% arc {trans = LT] u} (Ch 
P— AT 


2°, Sip=g, la différentielle (b) se réduisant à celle 


u " ù 
— , son intégrale sera — —, 
u ui 
8°. Enfin si p<q, la formule (b) devient 
2 du 
PARTS 
g + 


P ; 
P. 
du ; 
NÉ —P HAS 9—P == 
g+P q+P— 


dont l'intégrale est 


te vibenrs . 
Vip LeVatr+Vi—p 
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Substituant dans ces intégrales la valeur de 


y ET PAL NA sin T ; 

u = cot(ho°— 1x 
| Ps 1 — SX ( 27) 
mn DRE RS à 

| on aura, 


She 
: es AVC [rang rar. Ps q re) 
Vp—q° p—q 

X*< tang (o° +: x) | + const... .fp >q 


ff dx A à . 
lÉcoreees const — CET 9 a) s...fP—= I (a 


#7 nl , p+q sn x 
V g°-p° Éd Po 
SH CONS IN NUSS ,E, . ./P<Tq 


299. L'intégration de la formule TT ne 


présente plus aucune difficulté d’après la précedente , 
çar faisant 


L PUR. : 
J=cosx, d'où dx = ———, 


il est aisé de voir que pour avoir l’intégrale de la 
nouvelle différentielle proposée dans les trois cas de 
P>gq,p—=getp<g, il ny a qu'à changer les 
signes des seconds membres des équations (256), 
ét y mettre 100° — x à Ja place dé x, ce qui 
donnera 
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dpi 
— = arc ['tans= Rd epti : | 
” ve -g 


SH CONSÉ. . esse socle p >gq 
LENS PONTANE SUR (257). 
ee EE De ; —#eEiconst in Re Mb Di. à P=q / 
ire, cosx+q+ VE -p* sin na] 
= Ph pq cosx 
me DOUBS iso à + med 16 8 he ADR 9, 
FC AE dx De QE 
300. Pour intégrer tab act faisons 
| d 


y—=tangxz, d'où de 


ce qui donne la transformée 
dy 
CP+gy)Q +3) 
que nous pourrons toujours intégrer par les méthodes 


enseignées au chapitre If. 
sin xdx 


———- € 
p + gcosx 
n’offrent aucune difficulté, car étant 


3o1. Les intégrations des formules 


dx cos x 
p +gsin x 


écrites comme il suit 


— d.cos x d sin x 


p+Hgcosxz © p+gsna’ 


on voit tout de suite que 
1 


f sin xdx 
p+gcosxæ q p+gqcosx 


Han 
q 
cos xdx 1} ; 
er va LÉ. [Cp + q sin x) + const. ...,(259). 
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302. Mais pour intégrer les différentielles 


dx sin x dx cos x 
p + g sin x p + gqcos x ? 


il faut chercher à décomposer chacune d'elles en deux 
parties que l'on sache intégrer. Pour parvenir à une 
telle décomposition de la première des deux formules 
proposées, faisons 


dx sin æ | RE 
RE nr AH be KG) 


A et B étant des quantités constantes, encore indéter— 
minées., Chassant le dénominateur et divisant par dx, 
il vient l'équation 

(gA—1)snxz+pA+B—=0o, 
qui devant avoir lieu indépendamment des valeurs de 
sin x, ne peut être généralement satisfaite qu'en faisant 


gâ—1=o et pA+B—=o, 


d'où A—= et B——?; 
q g 


donc 


dx cos x À 
SE LÉ —p Te +-consi...(200). 


Un calcul semblable relativement à la seconde for- 
mule différentielle proposée, donne 


dtcosx ‘à dx 
Et SFR J-const....(261), 


et substituant dans ces deux dernières équations les ya- 


leurs convenables des quantités intégrales quise trouvent 
dans 
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dans les seconds membres [équat. (256) et (257Y}, 
on aura les intégrales demandées (voyez la note IV ). 


803. Les intégrations des formules générales 


(a4-b cos x) dx ji: (a+-b sin x) dx) 
EXT CET CN RS 


se trouvent aussi fort aisément par le moyen des dé- 
compositions suivant la forme des intégrales réci-. 
proques, en employant les coefliciens constans indé- 
terminés. 

En effet, soit fait 


(a+ bcosx)dr À sin x ; 
(P+ gcos x}  (p+ q cos x)! 
(B + C cos x) dx B 

+ Re. 


À ,Bet C étant des quantités constantes encore indé- 
terminées. Différentiant cette équation (b), chassant 
les dénominateurs , divisant par dx, passant tous. les 
termes dans un seul membre , et mettant à la place de 
sin°x sa valeur 1 — cos’x, on a l'équation 


2 


(m—1) Ag<+ Ap\ cos x—(m—2) Ag} cos di, 


+ Bp + Bq - Cq | 
— a <+Cp 
te 7 | 


qui devant avoir lieu indépendamment des valeurs 
de cos x , ne peut généralement satisfaire à cette con- 
dition qu'en faisant chaque coefficient égal à zéro, ce 
qui donne trois équations du premier degré entre A, 
B et C, d'où on tire 


28 
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À Pme" st —, B— —P | 
Gn—1) (p—1°) RC), 


M—2 bp—aq 


et C— 
IN — 1 pd” 


Substituant ces valeurs dans l'équation (b), il vient celle 


(a+-b cosx)dx ( bp—aq) sin x in 
(p+gcosx)"  (m—1)(p—q*)(p+-q9 cos x)": 

ï [{ap-bg\m-1)+(m—2)(bp—ag)cos x] dx 26 
eg) Grgenaes "(0% 
d'où il est aisé de voir que si m est un nombre entier et 
positif, on pourra rabaisser successivement cette inté- 


Bdx 


grale jusqu'à ne plusêtre que de la forme DE q cos 


que nous savons intégrer (art. 299). 


Mettant dans la formule (b) la quantité sin æ à la 
place de celle cos x , et réciproquement , ensuite opé- 
rant de même que précédemment pour déterminer les 
valeurs de A, B, CC, on trouve qu’elles sont les mêmes 
que celles du groupe (c), à l'exception de A qui est 
de signe contraire. Ainsi pour avoir Hp de 
(a—+bsinx) dx 
Cp+gsna)" 
(262) sin x à la place de cos x, et réciproquement ; 
à changer le signe du premier terme du second 
membre de cette équation, et enfin à rabaisser suc- 
cessivement l'intégrale jusqu’à ce qu'elle ne soit plus 
Bdx 
| p+g sin x 
donnée par l’une des trois équations du groupe (256) 


[art. 298 |. 
En faisant successivement a = 0, b—0,p=—=0; 


il n'y a qu'à mettre dans l'équation 


que de la forme dont la valeur est 
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ensuite & —b en même temps que p=g, on aura les. 
Formules 


b cos xdx il de: sin xdx À (@) 
{ p + cos x)" (p+gsinzx)"{ "7? 
edx adp et 
(ab cos x)dx _ (a+bsinx) dx 
| Cgcosx})". +” T(qsnx)" }-...0), 


dx dx 
= et 


(1 + cos x )" deu Ne 4 Ce 
qui ne sont que des cas particuliers de celles (a), et 
dont conséquemment les intégrales se déduisent aisé- 
ment de celles que nous avons données des formules 
générales (a) ; cependant nous observerons qu’on peut 
encore plus simplement intégrer directement les deux 
formules (2), en mettant la première sous la forme 


dix 


ANT ICO EC 7 


et la seconde sous la forme 


(6e rx) 


Qi cos" (50° Sue 1x) 


Cart. 294 , équat. (255) ]. 


Représentant par l'unité le démi-grand axe d’une or- 
bite planétaire , par b le demi-petit axe de cette 
orbite, par e son excentricité, enfin par À et & les 
anomalies moyenne et vraie de la planète, j'ai démon- 
tré à la page 357 de mon Traité de Navigation, que 
l'on avait 

b°dx n 
(1— eco a) ... (A) # 

28.. 


OA 


436 INTÉGRATION DES FONCTIONS 


et j'ai donné l'intégrale de cette équation. Voici les 
détails de l'intégration. 


Comparant la formule (A) avec la première des deux 
en (e), il vienta—=b, x—=a, p—1, = —é, 
enfin m—2; donc substituant ces valeurs dans l’équa- 
tion (269) et y faisant de plus b—0o, qui est la mo- 
dification relative au cas particulier exprimé par la 
première formule en Q), , on a | 


PA. EEE He b3 [ da LS 


(1—e°)(1—e cos «) 1—e 1—€ COS & 


et comparant la quantité différentielle qui est sous 
dx 


le signe d'intégration avec la formule -=— 
ë ë À p+g cosx? 


a toujours 

RES ENG EMES 
et puisque dans ce cas-ci p > q, la première équa- 
tion du groupe (257) donne 


da 
1—€ COS & 


= — ————— arc c (tag= 7: rm lors. ) 
7 1+e é 


Substituant cette valeur dans l'équation (2); de plus, 


faisant attention que Dee = À 2 Cd , et 


1+-e 1 PE e 
que b — V/1—e, on aura 
be sin æ b 
A —2 arc | tang — —— cot : & } + const. 
1—e COS 1+e 


Déterminant la constante d'après la condition que 
« —0 lorsque A0, ce qui donne const= 7, on 
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a complètement 
arc (ta a È ” t; 
— 97 FEES OÙ >: æ& 
D. Be re 


JA 
besinæ 
1—€ COS & 


A = 7 + 


ce qui est précisément l’équation (4) de la note IX de 
mon Traité de Navigation. 


304. Etant proposé d'intégrer les Forte diffé 
ne 


(1 Lacosx})"dr et (1+asnx)"dr... (a) ; 


il se présente assez naturellement à l’esprit de déve- 
lopper ces binomes, et alors, si m est un nombre 
entier et positif, on a une suite finie de termes de la 
forme bcos"xdx et b sin" xdx qu’on sait intégrer 
(art. 277 et suiv.). Mais voici une méthode pour 
obtenir avec bien moins de calcul les intégrales de- 
mandées. 


Soient À ,B, C.... des quantités constantes indé 
terminées, 4 FE us 


(i1+acosx})}"—=A<+B cosx +4C cos2x + D cos 3x 
…..+Tcosmx.....(b), 


d'où on tire, en multipliant par dx et intégrant, 
fG+a cos x)"dx—Ax+Bsinx+ +Csin2x+-1D sin 8x 
a 
see. —T si oœese 0 we. 
+ = sin mx (c) 


Faisant x—100°— y, d'où 


dr =—dy, snx—=cosy, sin 2% sin 2y, 
snôx——cos3y, sin4x——sin 4y, etc., 


et substituant ces valeurs dans l'équation (c) en 
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remettant la lettre x à la place de celle y, il vient 


fi +asin x)"dx = Az — B cosx — ! C sin 2x 
+ 3 D cos 3x + TE sin 4x —etc.....(d). 


Il ne nous reste donc plus qu'à déterminer les valeurs 
de A ,B, G.... Pour y parvenir, commençons par 
développer le binome (1 +- & cosæx})", ce qui nous 
donnera | 


1) 


m (m— | 
(1 Lacosx)"— 1 + ma cos 7 4e OI orgostr 


+ FT Gr a*cosx + etc..,..(e). 
2,3 

Actuellement sion substitue dans cette dernièreéquation . 
les valeurs de cos’x, cos?x, etc. qui résultent des équa- 
tions (a) et (b) de l'article 282, en y faisant succes- 
sivement m —2, 3, etc., il est clair que l'équation 
qu'on obtiendra par ce moyen-là , étant comparée 
identiquement avec celle (b), fera connaître les valeurs 
des coelliciens indéterminés À, B, C:.... des inté- 
grales (c) et (d); maïs ce calcul étant fort long, nous 
ne chercherons par un tel procédé , que les valeurs 
de A et de B, et avec ces valeurs, il nous sera aisé de 
trouver celles des autres coefficiens C , D..... 


Puisque dans l'équation (b) A est le coellicient de 
cos°x , et que B est le coeflicient de cos x , il ne faudra 
prendre dans les valeurs de cos’x, cosfx , cosx , etc. 
déduites de l'équation (a) [ art. 282 |, que le terme 
tout constant 


| ie DS CR M — 1 


D 


et dans les valeurs de cos x, cosx, cosx , etc. déduites 


| 


| 
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de l’équation (b) [ art. 282 ], il ne faudra prendre 
que le terme 


L 
: Mie DOC AU In L 0 CPE LE 
au 1 ALP TE 000. ex se 2 (n—1) N 


Ainsi faisant successivement dans la formule (f} 
m—o,2,4,6,etc., et multipliant les résultats par 
ceux des coefliciens de l'équation (e) qui ont autant 
de facteurs en m qu'il y a d'unités dans le nombre 
que représente cette lettre, on aura 


ARENA m mers er m (m— ae 7? af 


m(m—1) RTS (m—3)(m—4)(m— —5) LS 


Le a TETE a$-Letc...(A). 


De même, faisant successivement dans la formule (£), 
m—=1,58,5,7,etc.,et multipliant les résultats par 
les coefficiens de l'équation (e) qui ont autant de fac- 
teurs en m quil y a d'unités dans le nombre que 
représente cette lettre, on aura 


BU [+ m m(m—1)(m2) 
22, SR DA 
m(m—1)(m—92)(m—3)(m—£Â) 4 #| - 
A AO a —- RICE Tr, ( L à 
Cherchons maintenant les valeurs de C, D, E, etc. 
Prenant la différentielle logarithmique de l'équation 
(b), et divisant par dr ,ona 
mA end à 
1+acosx 
Bsinx+oCsinor+43D sin3xr+4Esin/x...<+-mTsin mx 
A+Bcosx+Ccos2x+D cosÿx+E cos4x...+"Tcosmx" 


Chassant les dénominateurs et transposant tous les 


En 
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termes dans le premier membre, il vient : 


Ama sin x + Bma sin x cos x +- Cma sin x cos 2% 
+ Dma sin x cos 3x + Ema sin x COS 4x. AA 
LTma sin x cos mx—B sinx—92C sin 24—5D sin3x 
—/Â#© sin 4x......,.—mT sin mx — Ba sin x cos x 
—9Casin 2x cosx—5Dasin 3x cosx—4Ea sinmAxcosx 
OU PL CG SN ME DOS TO. eo ee 


Mais par le moyen des seconde et première équa- 
tions du groupe (a) [ art.2751], on a 


‘“sinx cos 9x7 —+ sin 3x — : sin x, 


sin æ Cos Êx == + sin 4x — À sin 2, 
sin x cos 4x —= + sin 5x == À sin 3x, 
GC. Fr 
et sin 2x cos x = +sin 3x — + sin x, k 
* sin 3x cos x — + sin 4x +- + sin 2x, 
sin 4x cos x = + sin bx + + sin 5x, 


etc. 


Donc , substituant ces valeurs dans l'équation (k), et 
ordonnant par rapport aux sinus des arcs multiples de 
celui x, on aura l'équation 


+ Ama)sinx --!Bma) sin 2x 4 ! Cma\ sin 3x etc. 


—};Cma — ;Dma —; Ema —etc. 
— D PRET 6. — D etc, \—=0; 
— OÂa — 1Ba — Ca —etc. 
= Ca — 3 Da — °Ea —etc. 


qui devant avoir lieu indépendamment des valeurs de 
æ,ne peut être généralement satisfaite qu'en faisant 
chaque coefficient —0o, ce qui donne la suite d'équa- 
tons | \ 


su 4 At id 
si LH JT 


Ha Fu 04 ns 


_p "UNE VARIABLE. A4 1 5 Le pe 
ss CAma—B) | Ke 
TT (m+2)a , Mode 
(m—1) Ba — 4C 
ARUC UE RTRE PNE MNT GE 
pe (m—s2)Ca—6D; 
(m+4ja 


etc. 


D 


ne d , 9 
qu'il est aisé de prolonger autant qu'on le voudra sans 
aucun calcul ; car la loi qui les régit, à commencer de 
la seconde équation , se montre d’une manière claire. * 


Moyennant ces équations et les valeurs de À et Ben 
m et n [équat.(h)et(z 71, on trouvera aisément 
celles 


bi SA 1.m(m=—1) à ROME A 4 
4% C2 DE AMI LEE 1 


LEE 0 à à eu | 
PRE tent +] 
Fi 165 [Sr eee 9 


4 2-$4m(mi)(n—2)(n 5m Q(rs), tete] 
24,4 4:0.0,9:0100 | 


dont il est aisé d'augmenter le nombre autant qu’on le 
voudra , et sans calcul. | 

Au reste, on peut indifféremment se servir dans les 
applications des équations du groupe (Z) ou de celles 
du groupe (m) , suivant ce qui sera le plus commode. 


à 
€" 
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305. Lorsque m =— 1 , la formule (4) de l’article 
précédent donne 


Lan 
Visa 


et de celle (:) du même article, on tire 
| 2 RALNEE 
Be ee a ns 
ere : |: 


d'où, moyennant les équations en (7), il est aisé de 
trouvera série qui exprime la valeur approchée de l’in- 


A 1. a+ af + etc. — 


tégrale de lorsque & Z 1; 


AN 
—— et de ———— 
1—+-a cos x 1 + asin 
mais si a 1, alors Via étant imaginaire , il 
faudra s’en tenir aux intégrales données parles troi- 
sièmes équations des groupes (257) et (256) fart, 299 
et 298 |, en y faisant p— 1 et g— a. 


306. Mais si m est un nombre fractionnaire, soit 
positif, soit négatif, on peut trouver les intégrales de 
dx (1+4-asmx})" et de dx (1+acosx})", en se 
servant de notre formule (200) [art.257]. Par exemple, 


ge dx 
soit proposé d'intégrer —————;. Je fais 


(1 + acosx)* 


ÿ d 

y—=cosx, doù PAU PRNSe CU s# 
V/1— 7" 

et substituant ces valeurs dans la proposée, il vient . 

la transformée 


te ® bee (a), 
C1+3ay+(Bar—1) y°+a(a-3) y —Ba*yi—aty"]" 


qui comparée avec la formule X?dx que nous avons 
intégrée à l’article 257, donne p=— —:et X — au 
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polynome de la formule (a) renfermée entre cro- 
chets ; donc 
 X'= 3a+-2 (Ba?—1) y+3a(a—53) y —190 y —5ayt, 

X"—= 9 (3a°— 1) + 6a(a°—5) y— 56ay*— 200°y*, 
 X'=6a(—5)—72ay— Goa*y?, 
XI — 720? 1a00y, 
X'=aonmet (AT or 
Substituant ces valeurs dans l’équation (200) [art. 257], 


et mettant à la placé de y sa valeur cos x, on aura 
l'intégrale par série indéfinie de la proposée. 


807. Proposons-nous maintenant d'intégrer la for- 
mule différentielle transcendante dy£ (1 + a cos y). 


On a 


PROS D D PAS à — sn 
: co 
TE Fa à 2er ezse (a), 


et substituant dans cette formule (a) les valeurs des 
puissances de cos y en fonction des premières puissances 
des cosinus d'arcs multiples de y, il vient 

RS NT MNNAT CT 


— —— — — ——; -—etc. 


LCL G Cha) ee di. 2.4 4 2.4.6 6 
3.5 & 


DO 1: 11:32:97 a 
HSE reg tete. Jeoss 
+etc......... (b) 


Donc: faisant 


I(1+acosy)—=—A+RB a 2ÿ 
+ D cos 3y — etc...... (c), 


444 INTÉGRATION DES FONCTIONS. 
on aura | 


ne +1 MNT 
aa 

Or, remarquons que si l’on différentie une fonction 
constante en regardant la constante comme variable, 
et qu'ensuite on intègre la formule différentielle obte- 
nue en ajoutant à l'intégrale la constante convenable, 
on devra avoir pour résultat une fonction qui, par 
elle-même ou par son développement, sera identique 
avec la proposée. D'après cette remarque essentielle, 
puisqu'elle peut servir à reproduire une quantité sous 
une forme plus simple que celle sous laquelle elle s’est 
déjà présentée, différentions l'équation (d}),ce qui 
nous donnera 


" da 1.9: a* Fo 
Din & HET + . += 


he an a 


et intégrant, il viendra 


1—9/1— 0° 
RES AL 


AE D ei const...(e). 


Mb PEL TE 


Mais si a—o, l'équation (d) donne A —0; ainsi 
Péquation (e) devient 


HR (y 
o=i2 + const 
Pour déterminer la valeur de la fraction vague ?, à 


AL VAT a 
Vo 


. 0 x L e 
nous servirons de la méthode enseignée à l’article 60, 
| LS 


lorsque a—=0 , nous 


laquelle se réduit 


JU 1 
ce qui réduira la fraction précédente à celle ——— 


2V1— a” 
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qui devient + lorsque a— 0; donc 
const = — /1— Jo, 


Substituant cette valeur dans l'équation (e), on a 
complètement 


Nr EN AE (P). 


De même l'identité qui doit exister entre les équa- 
tions (c) et (b) donne 


1. 1:3 à 1.325 a° 


B=at+—- # 2 io Lo LC 


et différentiant cette équation , il vient 
| tree 11449 ME nr | 
ses | 2 a! 6 | | 
dB=da| 1+ 2 + ——— FE + —— 2.6 aÿbLetc. 


ou, ce qui est la même chose, 


__ 2da A 1.3.5 af | 
elite FRET etc. ] 


ve oda 


Or, si l'on fait «a — D le premier terme de la valeur 
— 2bdb 


rs 
2 

— 1 
dont l'intégrale est — 2 W/b— 1, et remettant la 


que nous venons de trouver à dB devient 


: 1 
valeur de b — cs On aura 
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De plus, 


ada à a 
| UE TN 


donc l'intégrale de l'équation (h) est 


EN NE Pape 
B= Pr 20 A A) + const. 
a 
Mais lorsque a=— 0, l'équation (2) donne B — 0, ce 
qui change la précédente en celle o — ? + const. 
Pour déterminer la valeur de la fraction © 


. à laquelle 
Li Vis] 
a 


LA LA ] A 
se réduit celle lorsque a — 0, nous 


servant toujours de la méthode de l’article 60; cette der+ 
nière fraction se réduira à celle ——--—— qui devient o 

1° 
lorsque a— 0, donc const — 0; ce qui donne com- 
plètement 


A er den NA G A 


, A 


et comparant cette dernière équation avec celle (f), 
on en conclura que 


B 
A=i.......(R). 


Actuellement différentiant l'équation (c), et divisant 
l'équation différentielle par, dy, il viendra celle 


a sin y 
1+acosy 
\Chassant le dénominateur , passant tous les termes 
dans un seul.membre , et mettant à la place de 
sin y cosy, sin 2y cos y, sin 3y cos y..... les valeurs 
de ces quantités déduites de la première équation du 


—B sin y — 2C sin 2y + 3D sin 5y — etc. 
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groupe (a) [art. 274 ], on aura l'équation 


0=— B siny+2C }sm2y—3D jsin 3y+etc. 


+ o —; Ba + 5 Ca —etc. 
£ Ca — : Da + $ Ea — etc. 
+ a 


qui, devant avoir lieu indépendamment des valeurs de 
y, nous donnera les équations particulières 


AU —B D—ocC 
c=? E parts & BE es) 
a 3a aa D 
F — irré en 10F— /Ea Mère 
| ba Ga | 


dont il est aisé d'augmenter le nombre à volonté, d’après 
a loi qui les régit. 
Mais on peut ramener ces valeurs de A,B,C,D.... 
qui dépendent chacune de celles qui précèdent, à des 
formes extrêmement simples et indépendantes les unes 
des autres. En effet faisant  : 


à At D) 0 A D 
& . \ 
ob : 
b+1° 


on aura par les substitutions convenables dans les équa- 
tions (k) , (2) et (/), celles 


a — 


LR jeb = one rt 4 7 
Fe du Et D ae RÉ À 


D—:h,.E—2h, Fz2b5, etc. 


qu’on peut prolonger indéfiniment et sans calcul, car 
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il est aisé de voir par la loi qui régit ces équations , 
que le coelflicient représenté par la ni" lettre capitale 


de l'alphabet est — 3 
1 == 1 


Substituant ces valeurs de À ,B, C...[ équat. (m)| 
dans l’équation (c), on a celle 


d(i+a cos y) zx +2 cos y— À bcos 2y+ 5 bcos3y 
—? bicos {y + 5 D? cos 5y —etc.....(264). 


Multipliant cette dernière équation par dy etintégrant, 
al vient 


fdy d pere F)5 + sin ÿ— = — brin 2y 


+3 gb sin + — æ bi sin 4y + etc. + const...(265). 


308. Faisant ie 1. » l'équation (263) donne b—1. 
De plus, on a alors le premier membre de l'équa- 
tion (264) qui se réduit à / 


l(Gi+oosy)= Dai er) Haley, 5 


donc. faisant ! L 1 =, , d'où y — 2x, l'équation (264) 
donne 


_Lcosx —li +1 COS 2x — + cos 4x + + cos 6x 
3 cos 8x + etc........ (266). 
De même , faisant a——1,0on tire de l'équation 
(263) b——1, et puisque l’on a alors 
Y (1 à cos y) —= l(1—cos y) —/l2+alogsinty, | 

on déduira de l'équation (264), en y faisant encore 
YA) 

l.sin x 
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d.sin x — ll: 21 cos 2511 cos 4x = + COS 6x 


+ COS BT ,—— etc. 4 à . (267) 


4 


De l'équation (266) retranchant celle (267), il vient 


L,cot x — 2 COS 2T + 5 cos 6x + 2 5 C08 102 
- 5 cos 14x + etc... (268). 


Changeant lés signes de tous fe termes des seconds 
membres des équations (266), (267) et (268) , on aura 
les expressions en süites indéfinies des quantités respec- 
tives /.séc: x, l,coséc x et L. tang x, 


«4 


Multipliant chacune des trois cute (466) : ; 
(267) et (268) par dx, ensuite intégrant les trois fe 
duits , on aura 


i 
Jdxl.cos À —= at shot 22% == —— sin ÂX 


2.4 
+ mie Ge + const. 


F2; 
fdxl,.sin x = xl -——— sin2x ——— sin 4x | 
244 (269), 
a PE 
> — sin 6x — etc. + const., 


3.6 
| 1 
Jdxl.cotx — TA — sin 22 + 7 Sin 6x 


à + 1 L 4 | : 
+ BTE Sin 107 etc. -+ const. 
Changeant les signes des seconds membres des équa= 
tions du groupe (269), il est clair qu'on aura les 
intégrales de dxlsécx , dxlcoséc x et dxltang x. 
| 29 | 
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Actuellèment faisant attention que | 


fdx L.sin-vers x—= fdx l (1—cosx) 
— fdx de an*ix = /fdxl.2+ 2fdxl.snix, 
il sera aisé, par le moyen de la seconde équation du 
groupe (269), de trouver 
2sinx sn2x 2sin3x 


1? 1.2 9° 


1 
fdzxl.sin-verx = xl me 


_ . 02: ana 34 de _— etc. const... (270). 


30q. Pour intégrer Îles formules différentielles 
m% sin"xdx et m°%* cos" xrdx , nous nous servirons de la 
méthode des intégrations réciproques { art. 217 ), et 
chercherons à ramener les intégrations des quantités 
proposées à celles d’autres formules que nous sachions 
intégrer directement. 


Différentiant n° sinx , on à 
d,msinx = almm®sin"xdx + nmsin"—!x cos xdx ; 
d'où l'on tire 
frsin rdx— Mer M UE fm'*sin"1xcosxdx..(a). 


alm alm 


DifFérentiant le facteur de dx sous le dernier signe d'in 
tégration, il vient 


dm sin—tx cos x — alm.mt* sin" x cos xdx 
+ (n—1)m%sin"-2x cosxdx —m° sin"xdx ; 
d’où 


dELe msin* "XCOSX 7-1 : | 
msn corde = 4 messin" 2 xds 


1e : 
+ pis fi Mt Sin"xdx. 
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Substituant cette valeur dans l'équation (a), transpo- 
sant le dernier terme dans le premier membre, réduisant 


(alm)}* + n° 


et divisant toute l'équation par CHR il vient 


mt sin? "© 


(nd sine [(alm) sin x— ncos x] 


(alm)*+n* 
(RL). tes À 
+ tab ei sin xdx os HUM VE (271). 


Mettant successivement dans cette dernière équation . 
n—92,n—4,n—6......, à la place de n, il est 
clair que si x est un nombre entier et positif, on par- 
viendra par des substitutions continues, à ramener l'in 
tégration demandée à celle de m#dx, si n est un 
nombre pair , et à celle de m‘*sinxdx, sin est un 


nombre impair ; or fmdx — —— m%, et lorsque # 
J PAL cs ge, » | 


est — 1 , la formule (271) donne tout de suite 


a£ 


m 
1 + (alm}* 


fn°dx sin (alm sin x—cos x)...(272). 
Opérant d’une manière semblable pour intégrer 

m‘*dx cos"x , on trouvera 

M7COS"T'X Kia, 

; [aim cosx + nsin x] 


(alm) + n 


TT] 
PES fmérdx Cost an, (07. 


Ainsi n étant un nôfhbre entier et positif, la formule 
précédente pourra se prolonger jusqu’au terme 


Jm°*dx cos x — 


Le 


Jheare me 


alm 


si n est un nombre pair ; et si z est un nombre im 
PTE AN 
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pair, l'intégration de la proposée se ramênera à la 
suiyante, donnée immédiatement par l’équation (275) 
lorsqu'on yfaitn—1, 


m°z : 
fmEdÆ cos x Ga (alm cos x+ sinx)...(274). 
APPLICATIONS. I. Intégrer e** sin{xdx. 
Nous avons a — 2,n—4et m—=e, d'où 
Im = le — 1. 


Substituant ces valeurs dans l'équation (271), il vient 


e??sin°x 


fe*sinfxdx — (sin x —9 cosx) 
+5 fe*sinxdx.....(b). 
Actuellement faisant n — 2 , la même formule (271) 
donne | 
ù els, 
fe=sinxdx— M 1G (sin x— cos x) ++ ex. 
Substituant cette valeur dans l'équation (b), il vient 


RUES es TE. , 
fesinixdx = FR Ç sin°x (sin x —9 cosx) 


+ 3 (sin x — cos x)] + e?7 + const. 
Il. fntégrer e°* cos’xdx. 


je 
Nous ayons a —2,n—3 et me. Substituant ces 
valeurs dans l'équation (273), il vient 


e°7 COS’ x : 
fe**dx cosx — Z —(20co5x +Ssinx) 


et Je dx cos x. .....(c). 
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Mais l'équation (274) donne 


ef (2 cosxæ+sinx) 


fe*dx cos x — ; 


donc 


27 
fe*cosxdx — _ Ccosx (2cosx +3sinx) 
+ $ (2 cos & +sinæ)]-+ const. 


310. Puisqu’on a généralement 


sin a sin b — + cos ( a — b}) — = cos (a + 0), 
cos a cos b = À cos (a + b) + = cos (a — b), : 
sin a cos b — + sin (a + b) + + sin (a — b)}, 
cos a sin b — À sin (a + b) — À sin (a — b), 


(voyez la Trigonométrie de Legendre , art. ay) ; il est 
clair que faisant a = px et b —qx, on aura 


sin px sin gX =; COS ( p—-q) L==} COS (p+-q) x 
cos px cos gx == Àcos(p+q) x À cos(p— a) x à 
sin px cos gx —+ sin (p+q)x A L sin (p—q) x (a); 
cos pr sin gx —+ sin (p+-qg)x—+ sin (p—g) x 


donc, on pourra toujours ramener les intégrations des 
fonctions différentielles 


(sin px sin gx "dx 
(cos px cos gr)"dx ».....(b} 
( sin px cos gx )"dx 


aux intégrations de quantités différentielles de Ja. 
forme 
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1 


cos" (p+g)xd(p+q)æ, 


P+39 
= cos" (p— q )xd (p—9)2, - 
sas (p+q)xd(p+q)z#,s...(e), 


so" (p—g)zxd(p—q}x, 


À cos®( p + q) xcos!(p— g) xdx, 
et  B sin (p + g)x sin (p—q) xdx, 


A et B représentant des coefficiens numériques. 


Les quatre premières formules du groupe (c) s’intè- 
grent par les méthodes enseignées aux art. 277.....98. 
Pour intégrer la cinquième formule du groupe (c), il 
faudra développer cos (p<+4) x et cos(p—g)xen 
suites des puissances de cos x (voyez la Géométrie de 
Legendre, art. 83 de la Trigonométrie , première et 
seconde ligues de la page 554, quatrième édition), éle- 
verces développemens aux puissances respectives a et D, 
multiplier entre elles les deux suites résultantes, ensuite 
multiplier chaque terme du produit par dx ;,de manière : 
qu'on n'aura qu'à intégrer une suite de termes de la 
forme C cosxdx , ce que nous savons faire ( art. 278, 


280 , 282 ). 


De même, pour intégrér Ja dernière formule du 
groupe (c) , il faudra développer sin (p + q) x et 
sin (p—q}) x en suites des seules puissances desmæx, 
si des deux quantités p et q l'une est paire et l’autre est 
impaire , ce qui rend p—q et p — q des nombres 
impairs; ou développer sin (p+- q ) x et sin(p—q)x 
en suites de puissances de sin æ multipliées par cos x, 
ei les nombres p et q sont tous les deux pairs ou tous 
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les deux impairs, ce qui rend p + q et p—q des 
nombres pairs. Ensuite élevant ces développemens aux 
puissances respectives a et b , et multipliant entre 
elles les deux suites résultantes, on n'aura qu’à inté- 
grer des termes de la forme 


D'éinrdt.... "{0), 


si a et b sont des nombres pairs, quelles que soient 
les valeurs paires ou impaires de p et deq, ou si l’une 
des deux quantités p et g étant paire, l’autre est 
impaire , quelles que soient les valeurs paire ou impaire 
de a et de b. Mais si les deux nombres représentés 
par p et q étant tous les deux pairs ou tous les deux 
impairs , les deux nombres représentés par a et b ,ou 
un seul de ces deux nombres est impair ; on aura en- 
core à intégrer des termes de la forme 


E sin'x cosixdx.....(e): , 

or, la formule (d) s'intègre par l'une des méthodes 
enseignées aux articles 277, 279 et 281, et celle (e) 
s'intègre par les méthodes enseignées aux articles 286 
et 287. Donc les intégrations des trois formules (b) 
dépendent absolumént de celles que nous avons consi- 
dérées précédemment dans ce “chapitre. 


311. Les intégrations des-formules 


mdx sin px sin gx 
mdx cos px cos gx +... ..(a) 
m‘dx sin px cos gx) 


n’offrent aucune difficulté d’après ce qui a été dit dans 
les deux articles précédens , puisque par le moyen des 
équations (a) de l’art. 310, on pourra décomposer 
chacun des produits de deux facteurs trigonométriques 


SJ 
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des formules (a) de cet article , en un binome dont 
chaque, terme ne renfermera qu’un cosinus ou un 
sinus ; ‘et. par conséquent tout se réduira à intégrer 
des quantités différentielles de la forme 


md (bx) cos (bx). et md (bx) sin (bx), 


[42 


7. (ba) = (bx) 
m° d(bx)cos(bx) et m° d(bx) sin (bx) , 


dont les intégrales sont immédiatement données par les 
formules (274) et (272), en mettant dans ces for- 


ai : Re , 
mules 5 ct bx à la place des quantités respectives 


æ 


d'ét T: 

Par exemple, soit proposé d'intégrer 

m°*dzx sin 5x sin 3x, 
la première équation du groupe (a) de l'article 310 
donne 
sin 5x sin 8x = + cos 2x — + COS 8x ; 
donc à | 
fm°*dzx sin 5x sin nôx = + est Ÿd (2x) 


— ! fm$ Sue cos 8xd (Bx) — = = ————— (cos 2x /m4sin 2x) 


Se _ 
(+ cos 8x /m + sin 8x ). 


ne er 
> Cm} 
319, Enfin la théorie précédente nous donne toujours 
a facilité d'intégrer la formule différentielle 


m%dx sin"x cos'x, 


puisqu'en développant sinx'en une suite de cosinus 
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d'arcs multiples, si n est un nombre pair [ équat. (a), 
art. 081] , Où en une suite de sinus d’arcs multiples ù 
si n représente un nombre impair [équat. (), art. 281 |, 
et développant cos'x en uue suite de cosinus d'arcs 
multiples [équat. (a) et (b), art. 280 |, ensuite mul- 
tipliant le produit de ces deux développemens par 
m“*dx , on n'aura plus qu’à intégrer une suite de termes 
de la rares m% cospr cosqrdx , m°* sin px cos gxdx 
que nous savors intégrer (art. 311), et d'autres termes 
de la forme m°° cos pxdx ou m°* sin pxdx qu'on peut 
écrire ainsi qu'il suit 
? «a 
—, px —. px 

m?  cos(pr)d(px) dr mp. sin(px) d(px) 

p Re ; 
dont les intégrales sont directement données par les for- 


mules (274) et (272). 


CHAPITRE VI. 


Des intégrales prises entre des linutes: 


ca 


DLI: Revrésenranr par fx l'intégrale obtenue 
suivant les méthodes enseignées précédemment de 
Xdx; cette intégrale est, comme nous l'avons déjà 
dit à l’article 201 , incomplète tant qu'on n'y ajoute 
pas la constante convenable et déterminée d’après la 
nature de la question qui a donné lieu à ces calculs: 
et si, ne déterminant pas cette constante , On ne fait 
qu'écrire à la suite de l'intégrale fx , labréviation 
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const., qui représente une constante indéterminée ,» 
alors l'intégrale de Xdx n’est qu'indéterminément com- 
plète. Ainsi représentant par C une constante déter- 


minée, on a à L 
[Xdxz= fx +4 0C ‘complète, 
[Xdr= fx quiest une Jincomplète, 
fXdx = fx + const. ( intégrale )indéterminément 

complète. 


Mais si dans la première, ainsi que dans la troisième 
équation précédente, on donne successivement deux 
valeurs a et b à l'x de fx, et qu'on retranche, par 
exemple, de l'intégrale où x —b, celle où x—a, il 
est clair que dans l’une comme dans l’autre de ces deux 
équations, la constante disparaîtra ; donc le résultat 
sera le même, quelle que soit celle des trois équations 
précédentes sur laquelle on opérera. - 


La quantité fb — fa provenant de l'intégrale fx, 
prise depuis x—a jusqu'à x—b, s'appelle intégrale 
prise entre les Limites a et b. ‘ 


Si pour x=— a on a [Xdr=0o, alors l'intégrale 
est dite prise depuis son origine jusqu’à la limite b. 


Les intégrales prises entre des limites sont très- 
avantageuses pour avoir avec une grande approxima-— 
tion les intégrales des différentielles qu'on ne peut in- 
tégrer exactement, et outre cela elles ont quelquefois 
de belles propriétés que nous serons dans le cas d'exa- 
miner par la suite. Nous allons, dans ce chapitre, 
Faire connaître le premier de ces avantages ; ensuite 
nous examinerons les propriétés de quelques inté- 
grales du chapitre précédent, lorsqu'on les prend entre 
certaines limites. 


LA 
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314. Prenant pour plus de généralité l'intégrale de 

Xdx entre les limites x et x + Ax , et représentant 

par X, ce que devient X lorsqu'on y substitue x +- Ar 
à la place de x, on aura 


dr — fXdx, 
ou 
2 % 
A[Xdr= Te RE 29 PEER d ne Le 
d ns a Aa? 
dm 9.3 Rest 
Mais 
dfXdx 
db ne X; 
donc faisant successivement X’ — ax 04 _.2X 


dx 


M PE 
on aura ‘ 


ARGENT E > fi — sh (7 AE ee 


Substituant à la place de x la première limite a, et à 
la place de Ax la différence b—a des deux limites, 
l'équation (275) donnera l'intégrale demandée entre Les 
limites «a et à. s 


315. L'équation (275) ne peut avoir un nombre fini 
de termes qu'en tant qu'un des X accentués s'évanouit, 
c'est-à-dire que l’X primitif ne se compose que de termes 
affectés de puissances entières: mx positives de la varia- 
ble x;or, dans ce cas-là , il et encore plus simple À 
pour avoir l'intégrale de la formule proposée: Xdx 
entre les limites a et b, d'intégrer chaque terme en 
particulier , d’y faire successivement x= a et x—=b, 
ensuite de soustraire du second résultat le premier. 


De même dans le cas où Xdx peut s'intégrer exac= 


{ 
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tement, quoique tous les termes du polynome repré— 
senté par X ne soient pas affectés de puissances en- 
tières et positives de x, on ne doit pas se servir de la 
Formule (275) pour avoir l'intégrale demandée entre 
les limites a et b, puisqu'älors aucun X accentué ne 
s'évanouissant, la série donnée par la formule (275) 
se prolonge indéfiniment, et par conséquent ne donne 
pas exactement l'intégrale cherchée entre les limites 
proposées, au lieu qu’on peut l'avoir exactement en 
prenant, suivant les méthodes des chapitres précédens, 

l'intégrale exacte de Xdx, ensuite y substituant suc- 
cessivement à la place des æ, les limites a et b, et 
enfin en prenant la différence de ces deux résultats. 


316. Il suit de là que la formule (275) ne peut 
être utile dans les intégrations que lorsque l’on cherche 
l'intégrale d’une fonction différentielle Xdx qui ne 
peut s'intégrer exactement ; mais dans ce derhier cas, 
la formule (275) devient extrêmement favorable à la 
recherche de l'intégrale avec une très-grande approxi- 
mation, de certaines formules que l’on n'aurait pu in- 
tégrer qu'avec peu d'approximation par les méthodes 
enseignées au chapitre IV. En effet, ouAx (—b—a) 
est une quantité assez petite pour rendre la suite (275) 
très-convergente , ou si elle est trop grande, on peut 
la subdiviser en un nombre x de parties égales et sufli- 
samment petites , on je représente par dx ; alors 
prenant d’abord l'ifrale de Xde , depuis x jusqu’à 
æ+0x , la formule | q 79) donnera cette intégrale 


SL X"dx° 
ei Die H etc., 


—X01+ 


et représentant cette dernière quantité par X,, on 
aura l'intégrale de X,dx prise depuis x + dx jusqu'à 
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z + adx, qui sera 


X:! 10? X dx 


X dx + — + crea + etc. 


De même représentant cette dernière série par X,,on 
trouvera que l'intégrale de X,dx depuis x + 2dx jus 
qu'à x + 3dx est 


mp2 
Due pu PAR D + Fa ete. 


Enfin Ax ayant été divisée en n parties égales èx, 
l'intégrale de X,_,dx depuis x +(n—1 i dx jusqu'à 
æ + ndx ou x + At est 
XP dette AXT, - dS 
Xn0X Æ + etc. 
2 DST à 

Donc réunissant toutes ces intégrales entre les limites 
partielles x, x+dx,x<+ odx....x+(n—1)dx, 


æx—+ Ax,on aura l'équation 
AfXdx ou fXdx depuis x jusqu'à x +Ax=— 
(X+HX,HX,.. ne + HD 


L(X"+X +XS.., He ne etc... .(276), 


qui donnera l'intégrale de Xdx entre x et x + Ax 
avec telle approximation qu'on le desirera , Puisque 
la quantité dx a pu être prise aussi petite qu'on l'a 
voulu. 


317. Ainsi que nous l'avons déjà annoncé à l'art. 313, 
les intégrales prises entre certaines limites ont quel- 
quefois des propriétés remarquables, soit par leurs 
rapports avec d'autres , soit par elles-mêmes. Nous 
allons en donner cliques exemples. 
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1°. Les intégrales de dxlcos x et de dxlsin 
Egroupe (269), art. 308 ] étant prises entre x=—0o et 
æ—;}#, sont également 57/4; donc entre les limites 
Oet;:#7,ona 


fdxi cos x = fdxl sin x = ii ..(277). 


2°. Et puisqu'en changeant les signes des seconds 
membres des deux premières équations du groupe (269) 
[art. 308 |, on a les intégrales de dxl séc x et de 
dxl coséc x, on en conclura de même qu'ona, depuis 
x=ojuquèæ = ir, 


fdxl séc x = fdxl coséc x =— ta... (278). 
2°. Prenant l'intégrale (270) [ art. 3087 depuis x—© 
jusqu'à x = , On à dans ces limites, 
fdxl sin-vers x 


F1 1 1 1 | 
= Rien Lx + 7h 7 + ete. |.. (279 ). 


4°. On trouvera aussi que la même intégrale (270) 
prise entre les limites x—0o et x—#, donne 
fdxl sin-versx=—#"l2.....(280). 


FIN DE LA PREMIÈRE SECTION DU CALCULINTÉGRAL. 


UN OFE DE... 4 


RELATIVES À LA PREMIÈRE SECTION 


DU CALCUL INTÉGRAL. 


NOTE L. 


De la recherche des facteurs du second degré, 
recelant deux facteurs imaginaires , des po- 
lynomes alpébriques et rationnels. 


_TouTE fonction rationnelle de à qu'on peut gêné- 
ralement représenter par 


ABB Obs DEA li-L Abri set (a)e 


étant égalée à zéro, il est clair que si l'on peut par- 
venir à résoudre complètement l'équation résultante , 
les facteurs réels du nremier degré se présenteront sous 
la forme E Gb, ét les facteurs imaginaires se 
présenteront de deux en deux sous la forme du tri 
nome 


H° + 210 + K:b2....,(b), 


<T 1% donc 


I 
dans lequel ‘on a conséquemment — 
FASSEX 4 KH 
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Faisant Ka — cos M, d’où on tire I— HK cos M, 
et substituant cette valeur dans le trinome (b), on 
aura celui 


H°—2HK cos M.b + K°b°.&.(0), 
lequel représente toujours le produit de deux facteurs 
imaginaires du premier degré. En effet, égalant ce 
trinome à zéro , et résolvant l'équation résultante , on 
trouve que ces deux racines sont 


b— + Ccos M+ sin M V/— 3 |....(d) 


Or, il est visible que si le trinome (c) est un facteur du 

second degré du polynome (a), les deux racines (d) 

seront aussi racines de (a) ; donc égalant la quantité 

(d) à zéro , ce qui donne (a) — 0 , et substituant suc- 

éavenrent les deux valeurs de ba que l’on déduit de 
l'équation (d) — 0, dans l'équation (a) —=0o , on aura 

les deux équations suivantes, 

À + BN [cos M + sin M /—:1] 

+ CN [cos 2M "ph 2M y—1] 


“+ RN? COS n M pat Pr M x .(e) : 


? MUNIE dos Mo on UV. 
+ CN* Ç cos 2M — sin so ÿ/— 1] 


là RINPF cos pM — sin M V—:11....(); 


dans lesquelles noûs avons fait pour abréger , 


“Ajoufant les deux équations (e) et (f), ensuite re 
tranchant 
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tranchant la seconde ( f ) de la première (); il vient 
respectivement à ces deux opérations, les équations 


À<+BN cos M+-CN* cos 2M...+ RIN? cos pM—0...(h) ; 
BN sin M--CN* sin 2M...-RIN? sin pM—0o...(i), 


par le moyen desquelles on peut aisément 'décom- 
poser certains polynomes rationnels en facteurs de 
degrés inférieurs. En voici quelques exemples. 


I. Représentant par n un nombre entier et positif, 
on demande de trouver tous les facteurs du second 
degré des binomes a°%%+ b?* ei a%—b?r, 


On a vu en algèbre, que le premier des binomes 
proposés n’a pas de racines réelles, et que le second 
n’a de racines réelles que les deux a = b. Donc 
a" + b%* a n facteurs du second degré , recélant cha- 

cun deux racines imaginaires, et a°—b°# n’a que 
n — 1 de pareils facteurs du second degré. Cela posé, 
comparant les deux binomes g** Æ b?* ayec le poly- 
nome (a), l'on a 


LA 0B Grid OR eSEt lo) 
donc l'équation (4) donne celle 

a N° cosonM—o.....(k), 
et celle (:) donne l'égalité 

HN'sinonM—o, d'où sin 27M—56; 
donc l’arc 2nM est multiple de la demi-circonférence 
# du cercle, ce qui réduit l’équation (k) à celle h 
ci NP Ga DÉS 


le signe positif qui précède l'unité est pour le cas où 
30 
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anM est égal à zéro , ou un multiple pair de la demi- 
circonférence , le signe négatif est pour celui où 21M 
est un multiple impair de 7. 


Mais de l'équation (/), on tire 


27 
am VENrXE, 


d’où il est aisé de voir qu'afin que a soit réel, il faut 
pour le binome a** + b?* qui donne le signe — devant 
N°", prendre l'unité négative, c'est-à-dire | prendre 
Parc 27M multiple impair de la demi-circonférence 
du cercle ; et pour le binome a°* — b°* qui donne 
N2 positif, prendre aussi l'unité positive , c’est-à-dire 
Vare 9nM multiple pair de la demi-circonférence +. 
Donc représentant par m un nombre entier positif, 
impair pour le binome a** + D? et pair pour celui 
a — pb ‘on aura 


onM INT , 


d'où 
MT cet, a — VEN —Ù je uat. (2) |; 
an TR LI 1; 


or, il est évident que b n'ayant pour coellicient dans 
les deux binomes proposés que l'unité , n'aura de 
même que ce coéfficient dans les facteurs du second 
degré [ form. (b) | de ces binomes; on aura donc 
K == 1, ce qui donne 


a. (= K) =. 
Substituant les valeurs de H, M et K dans la for- 


mule (b) , on a celle 


her'm# K', 1 | 
G?— 24 COS b + 0b?....(m); 
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dans laquelle Faisänt successivement m égal à tous les 
nombres impairs , depuis 1 jusqu’à 272 — 1 inclusive- 
ment, on aura le nombre n de facteurs demandés du 
.second degré du binome a** + b**; èt dans laquelle 
faisant successivement m—2,4,6....2(7—1),on 
aura les n— 1 facteurs demandés du second degré du 
binome a2* — b°#, 


Mais afin de distinguer les termes généraux des suites 
Pons par les rats du DHEA degré de l’un et 
l'autre binomes proposés , nous écrirons celui de 

an + b%® ainsi qu'il suit, 


, æ 4 b3,..,(n), 


On — 
a — oab cos. 


et alors faisant successivement dans le seul ns 
teur 97— 1 du coeflicient de r, n=—1,2,3.. 

on aura les n facteurs des du second degré pn 
binome a°* + b??, è 


Par exemple , soit proposé le binome af + b5, ce 
qui donne n #3; on trouvera en faisant successive 
ment l’z du numérateur du coefficient de 7, =1, 


2 et 5, que les trois facteurs du second degré du 
binome proposé sont : 


CREER 2ab cos4 7 + b—0— ab ÿ/5 + b?, 
a — 9ab cosi + b—a +, 
et @— oab cos5 7 + b— 0 + ab y/3 4 b:. 
Quant au terme général du binome a°— b*", nous 


l’écrirons sous la forme 


NOUS ; / 
a — oab cos 


rh... (0); 


et alors faisant successivement 7 = 2,3, 4......,n 
30., 
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dans le seul numérateur n — 1 duficoeficient de 7 ; 
on aura les n —:1 facteurs du second degré du bi- 
nome db, recélant chacun deux facteurs ima- 
ginaires du premier degré. Par exemple, soit le binome 
aÿ — b5; on trouvera, en faisant successivement l’r du 
numérateur du coefficient de x dans le trinome (0), 
z= 2 et 3, les deux trinomes 


a —9ab cos à x + b—= a — ab + b? 
mb = «+ ab + b?, 


IT. Soit proposé de trouver tous les facteurs des deux 
binomes a+: b°r#1, 


et a —oab cos 


telh Co) 


Il est clair que cette formule, prise avec le signe 
positif, n'a pour racine réelle que a+4-b , et que, prise 
avec le signe négatif, elle n’a pour racine réelle que 
a— b ; donc les deux binomes proposés ont également 
an facteurs du second degré, recélant chacun deux ra- 
cines imaginaires; or, en opérant comme dans l'appli- 
cation précédente des équations (h) et (4), on trouve 
les équations 


art E Nr: cos [(an + 1) M]—=o 


sin [(22+1)|]M=o; 


de cette dernière équation on conclura que (22+1) M 
est un multiple de la demi-circonférence 7 du cercle; 
ainsi m étant un nombre entier et positif, on a. 


et 


M mr t FE VT N2r+1 x w rs ] ‘ 
re ME DE UP e no era ms 1 0 
on + 1 #r 


Donc a devant être par hypothèse une quantité posi- 
tive, les deux facteurs qui sont sous le signe radical 
* d'éxposant impair 281, doivent être pris ayec les 
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mêmes signes ; il faudra donc que ( on 1) M soit 
un multiple impair de la demi-circonférence du cercle 
pour le binome af! + b'ntl, et que cette même 
dernière quantité (224 1) M soit un multiple pair 
de la demi-circonference 7 pour le binome a2"*—2:##1, 
Or, nous ayons dans tous les cas, 


a (= x )r équat. (ETTHS 


puisque le coefficient de b*"+! dans les deux binomes 
proposés est, abstraction faite du signe qui l’affecte, 
égal à l'unité; donc substituant dans la formule (b}, 
cette dernière valeur de H,, ainsi que celles de K (—1) 


mx k 
et de M e —— }, et mettant à la place de m 
n + 1 


des fonctions convenables de n, on a pour le binome 
anti LE bon ]a formule 


on 
d— ab 008 m+0%....(p), 


qui donne les z facteurs cherchés du second degré du 
binome précédent , en faisant successivement l’z du 
numérateur 22 — 1 du coeflicient der , —:,2,3....n 
On a de même pour le binome a"t'— br#ti, ja 
formule * 
2(n 
a — 9ab cos ( Te + b%...(g), 

d'où l’on déduira les n facteurs demandés du second 
degré , en faisant successivement l’2 du numérateur 


du coeflicient d… 7—92,3,4....(n—+1). 


III. Proposons-nous actuellement de trouver les an 
facteurs du second degré du trinome 


48 mn QD cos P + br. RNA 6 à à 
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Comparant ce trinome avec la formule (a) , il vient 
A mat fe Ans R us d'ou 1; 


et si l'on représente par {le coefficient du (2n4-1 )ième 
terme qui, évidemment , est celui où b a pour expo- 
sant 272 , On aura 


l— — 94° cos P. 
Donc l'équation (4) donnera celle ‘ 
a—2a"cos PXN?"cos 2n MN" cos 4nM —0....(s) ; 
et l'équation (1) donnera celle 
| 98% cos P X< N° sin 27M + Nfsin 4M — o 
qui, étant divisée par aN°* sin 9nM , se réduira à 

— a cos P + N#cos27M—o, 
d'où l'on tire 
Ne OT Coop .Ct). 
cos 22M 


Substituant cette valeur de N°* dans l'équation (s) , on 
a , toutes réductions faites, 


sin°P — cos’'P tang’onM — 0, 
d'où L 
tang 2nM — tang P, 
et par conséquent, | 
cos on M = cos P ; 
donc l'équation (t) se réduit à celle 
Non H=+ta; 


mais m étant un nombre entier et positif, il est clair 


qu'on à 
cosP = cos(2mr+P), 
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ce qui donne 


cos 9nM — cos (2m +P), d'où M == 


omz-P 
EN RAS 


“donc mettant ces valeurs de H , M et K (—-1}) dans 
la formule (b), et pour LES le trinome résul- 
tant , mettant 27 à la place de 29m, on aura la for- 


nt 


onr JP 
+ oab cos # 


5 + 0*....(u), 


d'où dérivent les on facteurs demandés du second 
degré , en faisant successivement, tant pour le signe 
positif que pour le négatif, l’z du coefficient de 
= O,1,92,0...:1— 1. 


Par exemple , soit proposé le trinome af — afbf + B5 
que l’on peut écrire sous la forme 
8 Loc ES 
a — 2afbtcos + + bi. 
Comparant ce dernier trinome avec celui (r), on a 
He ahet PS"; 


donc faisant dans la formule (u}) l’z du coefficient de 
7 successivement — oO et 1, tant pour l’un que pour 
l'autre signe + et —, on RER les quatre facteurs 


trinomes 
a Hoabcos =r+bt et aoabsin-r-18, 
ou 


cab ES + et a? Fa + b4. 


IV. Cherchons enfin les an 4-1 facteurs du second 
degré du trinome 


f ‘ 
aCX TD LR Dar #48 cos PE bGr+),.,,,.(v)e 
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On parviendra par le même calcul que celui de la 
solution précédente , aux équations 
gGr+) — 0471 N° cos P cos ( 2n + 1) M 
+ N°C#4 cos 2(on +1) M—0o...(x), 


a#1 cos P. ; 


cos (on 1) M' 


et 
| N27+1 arte 


ms 


Substituant cette valeur de N°"+! dans l'équation (x), 
on a, toutes réductions faites, 


- tang (2n+ 1) M=tangP, 
donc 


cos (on + 1) M=cosP, 
ce qui donne 
Nr Ah d'ouxINs où) Hi te; 


mais m étant un nombre entier et positif , il est visible 


que 
cs P=— cos(omr EP), 


donc 

cos (an + 1)M —cos(omr ÆP, 
CR OR et 
d'où NM, ur, 


ra 

ainsi substituant ces valeurs dans la formule (à), on 
aura le trinome 

onr + P 

Cv 000 COS — pores à 
211 = 1 + 4 (y) > 

dans lequel nous ayons mis, pour plus d’uniformité, la 
{ettre x à la place de celle m. 


La formule (y) donne les on 1 facteurs du second 
degré du trinome proposé (y), en faisant d’abord Pr 
du coeflicient de 7 — 0, et ensuite, tant pour l'un 
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que pour l’autre signe + et — , faisant cette même 
lettre n successivement —1, 2, 3.. 

Par exemple, étant demandé les cinq facteurs du 
second degré du trinome a'°— 4°b5 + b'°, nous l’écri- 
rons ainsi qu'il suit: 

a°— 20%b5 cos + x + b, 
ce qui donne | 


P=éstiet,2 (ant) =10,, dou tn; 
donc faisant d'abord l’z du coellicient de # [ équa- 
tion (y) ]—o, noustrouverons pour premier facteur 
du second degré, 

a 2ab COS = 7m + D; 
ensuite faisant successivement l’rn du coeficient de 
z—1 et —2, tant pôur le signe positif que pour le 
négatif, nous aurons pour les quatre derniers facteurs 
cherchés, 
a —oabcos-= 7+b, a —ab+b?, 
dHoab cosr +b? et a+ 2ab cos 7 + b*. 


NOTE If, | 
relative à l'article 246. 


À cause que le binome y°-- 1 a également pour fac- 
teurs du premier degré yE y—1et1+y4/—1, 
nous aurions pu, à l’article 246 , prendre les deux pre- 
miers, et alors, opérant comme nous l'avons fait dans 
cet article, nous serions parvenus à l'équation LA 


arc (tang =n=f 5 — + const 


ve ne ie + const. 
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Mais arc (tang = y) = 0 lorsque y—0o ; donc 


- 1 
const ——" AS ( ds 


et par conséquent on a complettement 


arc (tang=Y)—= 5 Ed = | 


s4 
1 — 
1 V—1 1 1yV/—17 , 
= LE il] ————— |, 
24/—1 WE +. 2V/—1 des 


même résultat que celui trouvé à l’article 246. 


NOTE UE, 


relative à l'article 247. 


L'UNE ou l'autre des deux équations (188) et (189) 
mène à un résultat remarquable. En effet, si l'on fait 
dans l'équation (188) x — 1, où dans l'équation (189) 
æ=0o, et qu'on représente par # la demi-circonfé- 
rence du cercle ayant pour rayon l'unité, on aura 


1 
ie VO ee LV— 1, 


1 


F 
2 


ou 


} 
(V1 = — ; 
2 


€ 


— 
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mais | 1 
2 


Ur Lt + 


donc 


7 ER pere = 4,8104q9... 


(V—iMT M PA A do 


NOTE IV. 


Des intégrales de trois formules différentielles 
algébriques et irrationnelles. assez compli- 
quées , qui se déduisent aisément de a 
unes de celles trouvées aux articles 298... 
302. | 


ne ee *,  drcosæ 
Divisant les deux têmes de la fraction ——— 


p+gcesx. 
par cosxæ, on a 
Rp ae A TD (a).5 
donc faisant y— séc x , d'où 
dx tang x 
dy = non rue dx Vy—1 — 1, et dx = y VV 


la formule (a) se transforme en celle 
PENDU 

se ND 

sr e re “const... ,.(b) 

C'équat. (261), art. 302]; donc si p>gq;, On aura 


476 NOTES 
d’après la première équation du groupe (257)[art.299], 


NÉE PER 
ir. Y°—1 (g+py) 
MA 2p [ SLIERENE., £ 
= IT arc} tang= 2 lé: 
q { VR—q® Vp—9 j 
mais 
T—are (séc— y), cos =>, 


L ; ERRE 
COS Ex = Le ; nie VI, 


et par conséquent , 


cotir= ? A : à 
donc 
JT 
Ne F. —1 
HA Fes (p+q)X y +1) 
ee {arc (séc= y) — 7 —= arc [ tans VE) 


Sip=g, c'est-à-dire si l’on a , abstraction faite de 


RUE 
la one à intégrer la formule 
& 


À Pt 
YG+YVy—1 
alors d'après l'équation (b) et la seconde du groupe (257) 


Lart. 299], et faisant attention que tang; x — \ / . > 
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on aura 

dy 
JAH VS 
Enfo, si pq, l’équation (b) et la dernière du groupe 
(257) Cart. 299 ] donneront : 


—=aro(sée=y)—(/ ee pu 


= 
, 39 +py) Vy—1 
BA £ BC MERE Î ODA ENT 
Aarctsée y) + V/q°—p" rs V/(q°—p°) = l} 
+ const....... (IT). 


FIN DES NOTES DE LA PREMIÈRE SECTION 
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*64. Du cas où les deux termes de la fraction proposée se com- 
posent de plusieurs termes variables affectés d’un méme 


L 
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exposant fractionnaire, et qui s’évanouissent simultané- 

Ârt.  menten donnant une certaine valeur à la variable, pag. 98 
#65. Du cas où les térmes radicaux ne s’évanouissent qu’en partie par 
une certaine valeur donnée à la variable , et que la frac- 


: LL O 
tion proposée se réduit à l’expression 5 par le concours 


de plusieurs termes qui se détruisent mutuellement lors- 
qu’on donne à la variable la valeur particulière en ques- 
tion , IOL 
#66. Da cas où la fraction proposée se compose de termes qui sont 
élevés à des puissances fractionnaires différentes, et qui 
s’évanouissent simultanément d’après une certaine valeur 
donnée à la variable , 103 


à do 0 
+67. Des fractions qui ne se réduisent à sque parce que leurs 


termes affectés de radicaux différens se détruisent mutuel- 
lement en donnant uné certaine valeur à la variable, sans 


s’évanouir d'eux-mêmes, 103 

CHAPITRE IX. De la méthode des maximis et 
minimis. 

68. Définition des mazximis et minimis ou extrêmes gran- 

deurs, 104 

69. Méthode des mazximis et minimis pour les fonctions d’une 

seule variable, 115 

no. Même méthode pour les fonctions d’un nombre quelconque 

de variables, 117 


g1. Moyen de reconnaître si les valeurs trouvées aux variables par 
les opérations enseignées précédemment, rendent les fonc- 

tions de deux variables des maximis ou des minimis, 118 

m2. Mêmes recherches pour les fonctions de trois variables, 122 
CHAPITRE X. Du développement des fonctions 
d'un nombre quelconque de variables après leurs 
variations respectives , 125 

*73. Démonstration très-simple de la formule qui donne le déve- 
loppement d’une fonction entre deux variables , lorsque ces 
variables ont crû de leurs différences respectives , 125 

74. Méthode générale et extrêmement simple de Lagrange pour 
effectuer des développemens semblables des fonction: d’un 
nombre quelconque de variables , 128 

72. Quel que soit le changement qu’on fait éprouver aux diffé- 
rentiations partielles successives d’une fonction de deux 
variables, la différentielle résultante estla même, 139 


Ge 
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Art. 
*76. Nous étendons ce principe aux différentiations partielles 
et successives d’une fonction d’un nombre quelconque 


de variables, pag. 132 
© CHAPITRE XI. Du calcul des différences des 
fonctions variables, 133 


*77:-Le calcul différentiel étant en quelque sorte un cas particu- 
lier du calcul aux différences , il paraît qu’on devrait 
commencer par ce dernier calcul pour en déduire le 
pis raison qui nous # fait agir en sens inverse , 

133 

#78. Développement de pusienrs différences du premier ordre 
de fonctions variables, en nous servant seulement du 
théorème de Taylor et autres qui en dépendent : 134 

#79. Avantage dans un grand nombre de cas , de la méthode 
précédente sur celles qu’on à employées jusqu'à pre- 

sent ; 137 
80. Etant donnée l’équation qui exprime larelation existante 
entre plusieurs variables, on en déduit par la méthode 

des différences, l’équation exprimant la relation qui existe 


“entre les différences des variables, 137 

81. Différence développée des Jogarithmes des fonctions va- 
riables, 138 

82. Zdem , des quantités exponentielles, 133 
*53. Cormment de l’équation (71) on déduit la valeur numérique 
de la base du système des logarithmes naturels , 139 

84. De la différence des quantités exponentielles du second 
génre et du premier ordre, 139 

85. De la différence des Sp exponentielles de tous les 
| ordrés , 140 
86,87. Des différences des lignes M d’arcs de cercle 
ou angles variables, 141, 142 


88. Des différences des lignes trigonométriques des arcs mul- 
tiples et de leurs puissances, de même que des puissances 
de ces fonctions et des quantités exponentielles par les 


lignes ‘trigonométriques'et arcs variables, 142 
89. Différence des logarithmes des lignes trigonométriques d’arcs 
variables , 143 


90. Développement de la différence de chacune des deux for. 
mules x'"sin x et:x"cos x, 14# 
pr. Du calcul des différences des ordres supérieurs, en consi- 
dérant d’abord toutes les différénces des variables comme 
étant elles-mêmes variables | et ensuite considérant 
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Aït. les différences des variables comme constantes, pag. 145 
92. Méthode qui abrège beaucoup le calcul des différences 
d’un ordre quelconque des fonctions d’une seule va- 
riable , 146 

03. Méthode semblable pour trouver la différence d’un ordre 
quelconque de fonctions de deux variables, 150 
94. Extension de la méthode précédente pour les fonctions 
d’un nombre quelconque de variables ,. 152 


CHAPITRE XII. Application des calculs aux 
différences et différentiel à la théorie des 
courbes, | | #17 

$. I Vouvelles preuves de la rigueur du calcul diffé- 
rentiel, déduites de quelques principes élémentaires 

dé Géométrie. 
#95. De l'équation différentielle du cerçle, déduite rigoureu- 


sement de son équation primitive, _ 153 
*06. Extension du raisonnement précédent à toutes les courbes 
planes, | € 3 155 


#07. À. IL. Problème. L’équation d’une courbe étant donnée, 
déterminer par le seul calcul si cette courbe pré- 
sente sa concavité où sa convexité vers l'axe des 
abseisses, ; “es 156 

$. IIT. De la méthode des tangentes pour les courbes | 


planes considérées par leurs équations entre Les 
coordonnées , 159. 
98. Equation générale de la sécante des courbes planes, 159 


99. Zdem..........,delatangente, 159 
100. Ce qu’exprime dans l’équation précédente la quantité 
dy | 
+5? ° 160 
dx”? 
xor. Expression générale de la sous-sécante, 160 
102. {dem............. de la sous-tangente, + 167 


103. Expressions générales des tangentes trigonométriques des 
angles que forment respectivement la sécante et la 

tangente d’une courbe avec l’axe des abscisses, 164 

104,105 Des équations des sécantes et tangentes des courbes du 


et 106. second degré, et des expressions des sous-sécantes et 
sous-tangentes des mêmes courbes, 162, 163 

107,108. De la logarithmique , équation de sa tangente, expression 
et 109. constante de sa sous-tangente lorsqu'on la prend sur 
Paxe assymptotique, et variable lorsqu’on la prend sur 

: V’axe qui coupe la courbe à son origine, 163 à 165 


yio. Construction géométrique du logarithme de Ja tangente 
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trigonométrique de Pangle formé par la tangente de !a 


Art. logarithmique avec l’axé des abscisses , pag: 166 
111,112, De la cycloïde, de ses équations, dé l’équation de la 
113 et tangente de cette courbe, de; l’expression de sa sous- 

114: tangente, et de la construction géométrique de cette 

dérnière ligne , 166 à 163 

135. Equation générale de la normale des courbes, 170 
116. Expression générale de la sous-norniale , 170 
x17. Application aux sections coniques, 175 
119. Jdem......à la logarithmique, 171 
119. /dèm. à la cycloïde, 171 
320,121. Expressions analytiques des tangentes, normales , inter- 
122et123. ceptées et cointerceptées des courbes, 192,173 


124. Utilité de la cointerceptée pour déterminer si une courbe 
donnée par son équation, est assymptotique ou non, 173 


195. Cas dans léqufel la règle précédente est en défaut, 174 
126. Observation sur les formules différentielles données aux 
articles 120 et 127, 174 


$- IV. De la méthode des tangentes pour les courbes 
planes dont les circonstances sont données par leurs 
équations polaires, 174 

127. Des équations polaires des courbes, 174 
128. Des équations qui servent à passer de l’équation aux 
coordonnées d’une. urbe à son équation polaire, et 
réciproquement , 175 

129. De la sous-sécante polaire et de son expression générale, 176 
#130: Dé la sous-tangente polaire et de son expréssion géne- 


rale ; : , 297 
13r. Expression de la sous-tangente polaire de l'elipse, 159 
132. Equation de la quadratrice , 150 
133. Belle propriété de là quadratrice qui lui à fait donner 
ce nom, 181 
134. De l'équation polaire de la quadratrice , 181 
135. Expression dé la sous-tangente polaire de la quadra- 
tricg , 182 
136. De la spirale d’Archimède, 182, 
137. Equation polaire de cette spirale , et belle propriété qu’a 
cette courbe , 183 
138. Expression de la sous-tangénte ; autre belle propriété de la 
même courbe, 184 


139. Des spirales de tous les genres, leurs classemens en 
spirales paraboliques et spirales hyperboliques j 185 
140. De la spirale hyperbolique du premier genre et de sa sous- 
tangénte constante ; 186 
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Art. 


541. Méthode pour obtenir l'équation différentielle entre les 
coordonnées rectilignes d’une courbe dont on a seu- 


lement l’équation primitive polaire, pag. 186 
Application de cette méthode aux spirales de tous les 
genres, 187 

142. De la spirale logarithmique , 188 


143. Fxpression de la sous-tangente de cette même courbe, 188 
144. Propriété remarquable de la spirale logarithmique, 159 
**145. La directrice des sections coniqués est le lieu des extrémités 
extérieures des sous-tangentes polaires de ces courbes, 189 

*146. On déduit de cette propriété un moyen bien simple de me: 
ner üné tangénte aux courbes du second degré, 192 

*147. Du rapport de la distance d’un point quelconque de la 
circonférénce d’une courbe du second degré à sa direc- 

trice, au rayon vecteur qui aboutit à ce même point, 

192 

**148. Le lieu des sous-tangentes polaires de là spirale d’Archi- 
mède, est la spirale parabolique du premier genre, 193 

*149. La courbe aux sous-tangentes de la spirale byperbolique du 


premier genre , est son cercle directeur, 194 
150. Le lien des sous-tangentes de la spirale logarithmique , est 
aussi une spirale logarithmique, 194 
151. Expression générale des sous-normales polaires, 194 


152. Sous-normale polaire de toutes les sections coniqnes , ‘195 
153. La sous-normale polaire de la spirale d’Archimède est 


constante, 195 

* Propriétés remarquables de cette spirale que l’on déduit de 
la précédente, 195 

154. Les sous-normales de la spirale lagarithmique sont propor- 
tionnelles aux rayons vecteurs, 196 

. V. Des points singuliers des courbes, 196 
155. Définitions, 196 


156. De la méthode des maximis et minimis des coordonnées 
des courbes , déduite de la théorie développée au cha- 


pitre IX, 196 
157. De la même méthode déduite de considérations purement 
géométriques, 197 
158. Des points d’inflexions et de rebroussemens, 198. 
159. Des caractères communs aux points d’inflexions et de re- 
broussemens horizontaux , 200 
160. Caractères distinctifs de ces deux espèces de points, 201 


261. Des voints d’inflexions et de rebroussemens verticaux ; des. 


#164. 
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caractères communs à ces deux points, et de ceux qui les 


font distinguer , pag. 203 
Des points d’inflexions et de rebroussemens obliques , et 
méthodes pour les trouver , 204 


Autres points de rebroussemens qu’on appelle de seconde 
espèce, pour les distinguer de ceux considérés précé- 
demment , et appelés de première espèce. Caractères 
qui indiquent les points de rebroussemens de seconde 
espèce, 209 

Application des méthodes précédentes. Dans L première de 
ces applications , nous résolvons un cas qui semble se 
refuser aux méthodes générales ; et dans la cinquième, 
nous résolvons, toujours indépendamment des quantités 

. infinitésimales et des limites transcendantes, un problème 
que d’Alembert n’a résolu que par la considération des 
quantités infiniment petites, 205 


. Des nœuds, et généralement des points multiples, 214 
. Méthode générale pour connaître si une courbe donnée par 


son équation a des nœuds, et pour déterminer l’ordre 


de ces nœuds, 215 
Applications , 216 
. Des limites des courbes, et moyens pour les détermi- 

ner , 219% 


. Exception à la règle précédente dans les courbes serpen- 


tantes , 222 
Des points conjugués , et manière de lestrouver, 
{. IV. Des courbes osculatrices ; des rayons osculateurs; 
_ des développées et développantes, 224 
Définition des lignes osculatrices , 224 
. Des points d’osculations, expressions générales du rayon 
osculateur, et des coordonnées du centre de ce cercle 
osculateur , 225 


. Des différens ordres des points d’osculation, 230 
. Différence qui existe entre un point d’osculation de deux 


courbes et un point de tangence entre ces mêmes 


lignes, 231 

#*795. Lorsqu'une courbe est du degré marqué par l’un des nombres 
de la suite 2,3,6,7,10,11,14,15...., elles peuvent tou- 

jours être osculatrices , 231 

**156. Des courbes algébriques qui ne peuvent devenir oscula- 
trices , 253 

177. De la ligne des centres osculateurs, 234 
1795. Equation du rayon osculateur , 235 
*r79. Les rayons osculateurs d’une courbe sont normales à cette 
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courbe, et tangentes au lien géométrique de tous les 
Art. centres osculateurs, pag- 235 


180. Des développées et développantes, 237 


181. Du signe qui doit affecter l’expression générale du rayon 
osculateur , 237 


182. Application de Ja théorie précédente aux sections co- 
niques, d’où l’on déduit plusieurs propriétés remar- 


quables de ces courbes, 239 
183,194. Application de la méme théorie à la logarithmique et à 
la cycloïde, 241 


*T185. Démonstration de deux nouvelles formules qui nous seront 


fort utiles dans l’application du calcul intégral à la 
théorie des courbes, 242 


*186. Utilité des formules précédentes pour obtenir plus aisé- 
ment, dans certaines occasions, la valeur du rayon 


osculateur d’une courbe, par le RS moyen de l’équa 
tion de cette courbe, . 243 


CHAPITRE XIII. Application des calculs aux 
différences et différentiel à la théorie des 
surfaces courbes et des courbes à double 
courbure , Le 


#187. Equation générale du plan sécant et du plan tangent à 
une surface courbe, 245 

*188. Equations des projections sur les deux blans coordonnés 
verticaux de la normale à un point déterminé de Ja sur- 


face courbe donnée, 243 
*189. Equation générale du plan normal à un point déterminé 
d’une surface courbe, 249 


*190. Expression analytique de Ja distance du point de tan- 
gence d’une surface courbe aux plans coordonnés, 250 
#191. Méthode générale pour déterminer les extrêmes grandeurs 
des coordonnées des surfaces courbes , et les limites de 


ces surfaces, 250 

** Application aux surfaces du second degré, or 
*192. Des osculations des ae, courbes par d’autres surfaces 
courbes, 253 


#*193. Manière d'éliminer dans les expressions du rayon oscu- 
lateur et des coordonnées du centre de la sphère oscula- 
trice , les différentielles du point d’osculation, afin de 
ne plus avoir les valeurs du rayon osculateur et des 
coordonnées du centre de la sphère osculatrice, qu’en 
fonction des coordonnées du point d’osculation, 260 
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Art. 
194. Equations des projections de la tangente des courbes 
double courbure, ve pag. 262 
*195. Des surfaces envéloppant les courbes dans l’espace, et de 
la manière de trouver les équations de ces surfaces, 264 
196. Des équations des normales et plans normaux aux courbes 


à double courbure, 265 
197. Equation du plan tangent aux lignes courbes à double 
courbure, 265 


**198. Moyen de trouver les projections sur deux des plans coor- 
donnés du lieu de tous les centres osculateurs d’une 
courbe à double courbare, 267 


NOTES SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


Note I. Sur le développement de f (x+ Ax}, lorsque Ax est 


ure quantité irrationnelle (art. 3), 268 

**IT. Supplément à Part. 4, 269 
**JIT relative à Particle 35, 270 
Conclusions des notes II et III, 271 

IV relative à Particle 8r, 272 
V relative aux développées (art. 180), 273 


SECONDE PARTIE. 


CALCUL INTÉGRAL. 
SECTION PREMIÈRE. 


Intégration des fonctions différentielles du 
premier ordre et à une seule variable. 


CHAPITRE I. Définitions , notions générales et inté- 
gration des fonctions différentielles algébriques qui 
peuvent s'intégrer directement ou se ramener par 
les intégrations réciproques à l'intégration d'autres 
fonctions différentielles dont on connaît déjà les 
intégrales, 
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Art. 

199: Définition du calcul intégral , pag. 275 
200. Notation de ce calcul, 26 
201. Comment on doit corplE ts une intégrale 276 


202. Des intégrations et différentiations qui ne s’efféctuent que 
par la suppression des caractères de ces opérations, 277 

203. De la place qu’on peut faire occuper aux facteurs constans 
des monomés différentiels dont où indique l’intégra- 
tion, 278 

204. De plusieurs intégrales’ qui se déduisent des formules diffé- 
rentielles (6) , (7)..... du chapitre II du Calcul diffé- 
rentiel , par le seul placement de la lettre caractéristique f° 
des intégrations d’une part, et de la suppression de celle 4 


des différentiations de l’autrépart ,. 279 
205. Règle générale pour Pintégrati sh fonctions algébriques 
monomes , 258 


206. Dés formules différentielles algébriques dont les ihacalle 
sont immédiatement données par dés ares de cercle, 279 
207. Intégration d’une formule semblable à celles intégrées dans 
l’article précédent , mais dont Pintégralé est transcen- 
dante pax les logarithmes, 281 
*208. De l'intégration immédiate de toutes les formules diffe- 
rentielles qui peuvent se développer en une suite de 
termes différentiels de la forme de ceux que nous 
avons considérés dans les trois articles précédens, 282 
209. De tout ce qui a été dit précédemment, on déduit un 
moyen assez simple pour développer en une suite in- 
définie de termes algébriques les quantités transcen- 


dantes , 283 
210. De ce qu’on entend généralement par fonction différentielle 
binome, 285 


arr. Premier 
212. Second 
213. Troisième 
214. Quatrième 
#15. Des formules différentielles algébriques polynomes qui s’in- 
tègrent immédiatement, 291 
216. De certaines formules différentielles qui , au premier aspect, 
paraissent ne pas avoir les conditions nécessaires à Pinté- 
gration immédiate, et qui cependant s’y ramènent, 294 
#*917. Des intégrations réciproques, et moyen général de faire 
dépendre l’intégration d’une fonction différentielle don- 
née, de l'intégration d’une fonction différentielle plus 
simple par le moyen des constantes indéterminées , 295 


cas d’intégration immédiate de la diffcren- 
tielle binôme algébrique x'dx (a + bxm}r, 
286 à 200 


216. 


219. 


220. 


221. 


222. 
225. 


224. 


225. 


226. 


227. 


228. 


220. 


230. 


251,232. 
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Application de cette méthode à la réduction de l’inté- 
gration de la formule x"dx (a+ bxm)r à celle de 
PE (a+ bxm}r, dans pr t est un nombre 
entier et posilif, 296 

On peut toujours ramener intégration de x"dx (a-+bxm)r 
à celle de x'dx (a + bxm)P toutes les fois que 


n—r : Fe 
est un nombre entier et positif, 298 
SSL x21dx 
Intégration de — \, 299 
V'a2— x? 
x21dx | 
Idem sssesuise PEAR , F9? è s .300 
oh 
Idem. ....... ET dr (x H br?) ?, 300 
Réduction de lintégration de la formule x*dx (a+-bxw)P 


à celle de x—imdx (a+bxm)r-3 , dans laquelle im est 
le plus grand multiple de m contenu dans » ‘et 
p—q <1, 302 
Réduction de l'intégration de la formule x—"dx (a+bxm)r 
à celle de x-"dx (a+bam)r, lorsque 7 —r est mul- 


tiple de me, 303 


304 


dx 
A TR Ge 
x°4 Va? + br? 
L'intégration trouvée à’ l’article 224 étant fausse lorsque 
n—1, On intègre par une autre méthode la formule 


Intégration de 


de (a+bxr)r, 305 
Application de cette méthode à l'intégration de - 2 
x YA—2x? 
306 
Intégration de la formule LL AE ; 306 
LT: V'1—x2 
Id PARLER 2 30 
EMrserseusee alalieeu tra tein x (142)? 7 
dx, À 
FTORRNS CEE TRS 2x0 G+x) 308 
Réduction de l'intégration de-x"dx (a+bx")-? à celle de 
x"dx (a+bam)-r+3, ÿ 308 
Equation d'intégration réciproque entre les deux formules 


différentielles x7+i#dx (a+bar)prt et x'dx (a+bx”)r, 
gd 
ue ER de cette équation à l'intégration de plusieurs 
formules différentielles , 313 
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233. Intégration des différentielles binomes 


x?4dx x21dx x2G+c)dx 
mme L Éqens- ) pag. 315 
xHi 2gks 294 
(x2H1r) 2 (are 
234. Intégration générale de la formule ——— VE te rl 316 
2CX — xx 
7*235. Intégration des différentielles polynomes, 318 


236. Des cas où l'intégration de la différentielle trinome 
x"dx (a+bxm+cx")r dépend seulement de l’intégra- 
tion d’une différentielle binome, 323 


CHAPITRE IT. De l'intégration des fractions 
différentielles rationnelles et alsébriques, 


237. L'intégration de toute fonction différentielle , Tration- 
nelle et algébrique, peut toujours se ramener aux 
intégrations de différenuelles binomes de la forme 

dx x<dx ARR AN à à 
>, 77, €t de différentielles trinomes, 
(a+x)k" (ex) + 

ax?P—"dx 

(x?+2qx+q+m?)r ? 

k,c,h,p et n représentent des nombres entiers et 


telles que celle dans lesquelles 


positifs , 325 
238,239 Intégrations des trois fonctions différentielles mention- 
et 240. nées dans l’article 337 k 327,328 


241. Au lieu de faire correspondre aux facteurs du second 
degré recelant deux racines imaginaires , élevés à une 
puissance quelconque, des fractions à numeérateurs mo- 
nomes comme dans les articles précédens , nous faisons 
correspondre des fractions à numérateurs binomes que 
nous intégrons , 330 

**242. Autre méthode pour intégrer la fraction traitée dans 
Particle précédent, et qui donne son intégrale sous 


une forme beaucoup plus simple , 335 
343, *244. De l'intégration de la fraction différentielle binome 
x"da 334 


(xmÆ ar ? 
245. Examen de ce qui est le plus avantageux, ou de faire 
correspondre aux facteurs du second degré élevés à 
une puissance quelconque du dénominateur de la 
fraction rationnelle qu’on veut intégrer, des fractions 
différentielles à numérateurs monomes, ou des frac- 
tions différentielles à numérateurs binomes, 340 
246,247. Toutes les fractions différentielles rationnelles sont exacs 
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tement intégrables, et leurs intégrales sont algébriques; 
ou seulement transcendantes par les logarithmes ou par 
les arcs de cercle, et même par une seule de ces deux 


espèces de transcendantes , pag. 342 
Passages réciproques de l’une des deux transcendantes à 
l’autre , 343 


CHAPITRE II. De l'intégration des fonctions 


différentielles , irrationnelles et algébriques. 

248. Vues générales sur l’intégration des formules différentielles 
se composant du produit d’une fonction rationnelle algé- 
brique par un polynome variable affecté du radical dont 
l'indice est 2, et autres, 347 

249. De la théorie développée dans le chapitre précédent, nous 
déduisons une méthode différente de celle de l’art. 236 
pour intégrer les fonctions différentielles de la forme de 
celle (172) en y faisant m = 1 etp =>, 349 

PRE pût 

V(b+ax— x?) 

4? à $ dx 

aisément se ramener à celle de = , cepen- 


x?—ax—b 
dant nous donnons un moyen encore plus simple d’in- 


250. Quoique lintégration de la fonction 


tégrer la première de ces deux fractions, 350 
251. Intégration de Frdx (ÆAxi+Bxs+Cx2+Dr+E), 351 
Y252. Idem de Re pr 2m er, 357 


«a bd C 

V(fx) + VCS'x)+ V(f'x) etc. 

CHAPITRE IV. De l'iniegration par les séries 
des formules différentielles algébriques qu’on 


ne peut intégrer exactement, et de l'intégra- 


tion des formules différentielles logarith- 


miques et exponentrelles. 

255. Toutes fonctions différentielles algébriques pouvant se dé- 
velopper en une suite finie ou indéfinie de termes mo- 
nomes algébriques, on pourrait intégrer toutes ces fonc- 
tions par les séries; inconvénient qu’il y aurait à se 
servir indistinctement de cette méthode dans tous les cas 


possibles , 353 

254. Des cas où l’intégration par séries est utile, 359 
“255. Démonstration d’une nouvelle formule qui est souvent utile 
pour les intégrations par les séries, 367 


256. Methode de PAUL pour intégrer par les séries, 363 
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**257. Nouvelle méthode plus simple pour intégrer par les séries 
la formule Xrdx , dans laquelle X représente une fonc- 
tion quelconque de x, et p un nombre réel quelconque 
différent de — 1. pag. 366 

#*258. Modification que lon doit faire éprouver dans certains cas 
à cette méthode pour la rendre plus favorable à l’inté- 


gration demandée, 369 
Exemple d’une pareille modification dans l'intégration de 
dxVi+zz, 369 


#259. La méthode particulière que lPon vient d’employer pour 
intégrer dx V'ixx étant généralisée, semblerait au 
premier aspect devoir être plus avantageuse que celle de 
l’article 257 ; mais nous faisous voir que dans le plus grand 
nombre de cas, elle aurait le désavantage , 373 

*260. La méthode de Particle 257 où nous considérons X comme 
une fonction algébrique de x, peut encore servir avec 
quelques avantages dans certains cas lorsque X repré- 
sente une fonction transcendante de x. Nous en donnons 


un exemple, 374 
261. Intégration de la formule Xdx (lx)r, dans laquelle X repré- 
sente une fonction algébrique de x , 375 
Nous obtenons dans cet article le terme sommatoire de la suite 
L I I I en | 
EST Vas + “ir F Sas à l'infini, 379 
see Xdx 
262. Intégration de ne ? 38a 


263. L'intégrale trouvée dans l’article précédent ne pouvant s’ob- 
tenir exactement , lors même que p est un nombre entier 


._.. (24 
etpositif, que dans le cas où XG—:)"= 7 3 nous donnons 


la série qui fait connaître par approximation l’intégrale 


de F ; d’où dépend celle de la formule proposée 
Xdzx 
(Zx}r , 382 


264. De l’intégration des différentielles , dans lesquelles il n’entre 
que des fonctions de quantités exponentielles du premier 


genré'et du premier ordre , 384 
265. Intégration de la formule Xa“dx, dans laquelle X est une 
fonction algébrique de x, 386 


266. [ntégration de x”ardx, 387 


496 


265. 


268. Intégration de = 
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Intégration de a de , ensuite de dr. et de Jar par des 
Ë 22 dx 
séries semi-convérgentes en sens inverse de celles (209) et 


(210), 385 


a®% 


par une série semi-convergente en sens 


inverse de celle (215) , 390 


269. Autre manière d'intégrer la formule Xa*dr que celle de 


l'article 265, et qui est plus avantageuse dans un graud 
nombre de cas. Application de cette méthode à l'intégra- 
a*dx 


tion de ——, 


” 391 
x 


270. Il arrive quelquefois que les méthodes enseignées précé- 


271. Intégration de x"*dx, 


demment pour intégrer les quantités exponentielles sont 
fort peu commodes , et donnent des résultats bien. pet 
satisfaisans. Il faut alors, par quelque artifice , tâcher 
d’obvier à cet inconvénient. Nous en donnons un exemple 
xa*dx 


(b+zx}? 593 
: 394 
CHAPITRE V. De RE des fonctions 


circulaires. 


en cherchant l’intégrale de 


2572. Intégration de la formule X£dx, dans laquelle X repré- 


sente une fonction algébrique de x, et £ un arc de 
cercle dont le sinus ou toute autre ligne trigonoméitrique 


est x, 39 


273. Intégration de la formule X£"dx , dans laquelle X repré- 


sente toujours une fonction algébrique de x, et £ un arc 


dont la ligne trigonométrique est une fonction algébrique 
quelconque de x, 395 


274. Intégrations des produits successifs de la différentielle d’un 


*275 


arc par les lignes trigonométriques des multiples de ces 
arcs , 4ox 


. Autres intégrations du même genre , mais où il se trouve 


un facteur de plus qui est une ligne trigonométrique de 
l’arcsimple, 4o2 


#26. Autres intégrations semblables, mais les, deux facteurs 


trigonométriques appartenant à des arcs multiples, 403 


**9r7. Nouvelle méthode et plus générale que toutes celles connues 


pour intégrer dx sin”x, 404 
#f2r8. Idem pour dx cos"xr, 406 


279 et 280. Autres 
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259.280. Autres manières d'intégrer les mêmes formules dx sinx 
et dx cos"x, mais qui ne peuvent servir qu’en tant que 

la puissance m des sinus et cosinus est un nombre 

entier et positif, 4o7 


281,282. Intégrations des mêmes formules , lorsque 7 est gin nom- 
bre entier et positif, par‘des suites finies des premières 
puissances des sinus et cosinus d’arcs multiples, 

283. 409 et 410 

#4 284 ? Intégrations des formules dx tangmx etdx cotmx, 4i2e1413 

285. 

286. Intégration de dx sin”x cos"x , l’un des deux éxposans »2 
et ñ étant un nombre entier et positif , et l’autre étant 
un nombre quelconque différent de — 1 et du premier 
exposant pris négativement , js "43 


287. Autre méthode d’intégrer la même formnle, qui a sur 
celle de Particle précédent , l’avantage de donner exac- 
tement l'intégrale demandée, lorsque les deux exposans 
m et n sont des nombres entiers, positifs et pairs, 415 


; ù cos’xdx  simrdx 
288. Intégration des formules ———— et ——— 8 
n x cosx ? gi 
dx 
289. {dem de — P 420 
sin æ COS x 
dx dx 
290. Zdem de — et de , 420 
sin”x cos" x 


. 291. Lorsque l’exposant dé sin x ou de cos x dans les deux for 
, : su L = 

mules qu’on vient d'intégrer est un nombre pair , on 

parvient immédiatement à des intégrales qui sont beau- 


coup plus simples, 423 
A à: dx cos?Px dx sinæ+r 
202,293, Intégrations des formules ==? , 27 SMAT'x 
f _ sinfx Cos/x 
€t294 ‘dr cosPx s dx cosP+1x p 
——— € - 
sinx sinfx k 424, 425 


205. Les intégrations considérées dans les trois articles précé- 
dens, conduisent à celle de d'{ang”x et de dx cotx, 425 


; dx 

296. Inrégration de —— 
9 ë sin#x cos’?x ? 436 
297. Du casoùm—n, 428 

Peut, dx 
298,299. Intégrations des formules —— et ME LE , 428,430 
p+qSnx p+gqcos x 
p< Sa dx 

300. Intégration de ; 43x 

p+gq lang x 


52 


498 | TABLE DES MATIÈRES. 


sinxdx cos xdx 


3o1. Intégration de Ste et de ne pag. 437 

302. Idem de apte et de —% Li ; 432 
p + gsin x p+qcosx 

303. Idem de Dr où ar et de Gaetan AE à Lun: 


(p + q cos x }" (p+qsinx nr? 


304. Moyen Heaucoup plus simple d’imtégrer les formules 
(1 + a cos x }"dx et (1 + a sin x }"dx que celni de dé- 
velopper ces formules, et d'intégrer particulièrement chacun 


des termes des développemens, 


437 


305. Des méthodes précédentes, on déduit immédiatement les in- 


dx dx 


tégrales de = et de 
1+ a COS x EF + a Sin x 


» 


, lorsque a1; 


mais si a >1, il en faut revenir aux méthodes des ar- 


ticles 209 et 298, 


fa 


306. Des cas où dans les formules considérées à l’article 304, 
l'exposant est un nombre fractionnaire positif ou néga- 
tif, et pour lequel il faut avoir recours à la formule (200), 


442 


307. Intégration de la formule différentielle transcendante 


dyl (1 +acosy), 


308. Des intégrales en suites indéfinies de termes, 


443 
du produit des 


Jogarithmes naturels des lignes trigonométriques des arcs 


simples par les différentielles de ces arcs, 
30g. Intégration des formules différentielles 


ma#sin*rdx et m#cos'xdx, 


310. Zdem des formules 


448 


450 


(sin px sin gx )"dx, (cos px cos gx }"dx 


et (sin pxcos gx)"dx, 
311. dem des formules 


453 


me*dx sin px sin gx, m#dx cos px cos gx 


et mdr sintx cosrx , 
312. Jdem de la formule m@*dx sin"x cos"x, 


455 
456 


CHAPITRE VI. Des intégrales prises entre des 


limites. 
313. Définition de ces intégrales entre des limites, 


457 


314. Formule qui donne l'intégrale générale de Xdx entreles limites 


a ctb, 


459 


315, Des cas où l’on doit éviter de se servir de la formule démon- 
trée dans l’article précédent , pour avoir une iutégrale entre 


des limites , 


459 
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316. Mais la formule de l’article 314 sert à intégrer avec une très- 
grande approximation les quantités différentielles qui ne 


sont pas exactement intégrables , pag. 460 
*317. Des propriétés de quelques intégrales prises entre des limites 
46rx 


NOTES RELATIVES A LA PREMIÈRE SECTION DU 
CALCUL INTEGRAL. 


Note I. De la recherche des facteurs du second Lee) recélant deux 
factenrs imaginaires, des polynomes algébriques et ra- 


tionnels, 463 
*IT relative à l’article 246, 473 
*TIT relative à l’article 247, 474 


*IV. Des intégrales de trois formules différentielles algébriques 
et irrationnelles assez compliquées , qui se déduisent de: 
quelques-unes de celles trouvées aux articles 298...302, 


475 
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